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EXTRAIT DE LA PRÉFACE À LA DEUXIÈME 
ÉDITION RUSSE 


Outre quelques corrections et insertions, le livre a été complété 
par un nouveau chapitre sur la théorie macroscopique des dislo- 
cations, écrit en collaboration avec A. Kossiévitch. Je saisis l’occa- 
sion pour exprimer toute ma reconnaissance pour l’aide qu'il a ainsi 
apportée. 

Etudiant le livre dans le cadre du « minimum théorique », les 
physiciens théoriciens pourront sauter les $$ 8, 9, 11 à 21, 25 à 31. 


E. Lifchitsz 
Décembre 1964 


EXTRAIT DE LA PRÉFACE À LA PREMIÈRE 
ÉDITION RUSSE 


.… Dans ce livre écrit par des physiciens et en premier lieu pour 
des physiciens, notre intérêt s’est naturellement surtout porté à des 
questions qui restent en marge des cours d'élasticité; telles que 
par exemple, les problèmes de thermoconduction et de viscosité 
des corps solides, certaines questions de la théorie des vibrations 
et ondes élastiques. Dans le même temps, nous n'avons fait qu'’effleu- 
rer certains problèmes spéciaux (par exemple les méthodes mathé- 
matiques complexes de la théorie de l’élasticité, de la théorie des 
membranes, etc.) dans lesquels les auteurs ne prétendent nullement 
être des spécialistes. 

L. Landau, E. Lifchitz 


1953 


QUELQUES NOTATIONS 


Densité de matière p 
Vecteur déplacement u 


Tenseur de déformation u;y — e su + Fe) 


Ôrk Ôzi 

Tenseur des contraintes O;x 

Module de compression uniforme X 

Module de traction (module d'Young) E 

Module de glissement pu 

Coefficient de Poisson o 

Vitesses longitudinale et transversale du son c et c 
(on trouvera leurs expressions en fonction de K,u 
ou E, o à la page 130) 

K,uet E,0o sont reliés par les formules 


£ = ELU . 3K —2u 
KE — 2GKu) ‘ 

pe SE pe 
—3(1—20) ‘ HSE) : 


CHAPITRE PREMIER 


ÉQUATIONS FONDAMENTALES DE LA THÉORIE 
DE L’'ÉLASTICITÉ 


$ 1. Tenseur de déformation 


La mécanique des corps solides, assimilés à des milieux conti- 
nus, fait l’objet de la théorie de l'élasticité 1. 

Soumis à des forces, les corps solides se déforment dans telle 
mesure, c'est-à-dire changent de forme et de volume. Pour la des- 
cription mathématique de la déformation d’un corps on procède 
comme suit. Chaque point du corps est déterminé par son rayon 
vecteur r (de composantes x; = x, z2 = y, r; = z) dans un système 
de coordonnées. Lorsque le corps se déforme, tous ses points se 
déplacent en général. Considérons un point quelconque du corps; 
si r était son rayon vecteur avant la déformation, il devient r’ (de 
composantes zr;) après. Le déplacement du point du corps au cours 
de la déformation est alors représenté par le vecteur r” — r, noté u: 


Uj= Ti — Ti. (1,1) 


C'est le vecteur déformation (ou déplacement). Les coordonnées zx; 
du point déplacé sont évidemment fonctions de celles x; du même 
point avant son déplacement. Par conséquent, le vecteur déforma- 
tion u, est lui aussi fonction des z;. La donnée de u en fonction des 
z; détermine complètement la déformation du corps. 

Au cours de la déformation du corps les distances entre ses points 
varient. Soient deux points infiniment voisins quelconques. Si 
dx; était le rayon vecteur entre ces deux points avant la déforma- 
tion, il devient après dr; = dx; + du;. La distance entre les deux 
points était elle-même avant la déformation 


dl — dzi + dx, + dx;, 


1 Les équations fondamentales de l’élasticité ont été établies par Cauchy 
et Poisson dans les années 20 du XIXE siècle. 
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et elle est devenue après 


dl'=V dr + dr + dr? 


Suivant la règle générale de notation des sommes !, nous pourrons 
écrire : 
dl dri, dl'?=— dx; = (dx; + du;)*. 


Substituant dus = et den, nous recopierons dl'? sous la forme 


dl'?=dl2+2 _ dr, dt + mn . dan da. 


La sommation dans le second terme de droite portant sur les deux 
indices i et À, on peut écrire: 


Ou; _ OUR 
dax dx, dt} = 7 dæ; dre. 


Par ailleurs, nous intervertirons dans le troisième terme les indices 
i et L. On obtient finalement pour dl’? l'expression 


dl'?= dl? + 2uyx dx; dr», (1,2) 
le tenseur u;: étant défini par 


. Our du, Our : 
HR Ôzk + Ôz; Ôz: me) : (1,5) 


Ces expressions déterminent la variation de l'élément de longueur 
lors de la déformation du corps. 

On appelle u:, tenseur de déformation. Il résulte de sa définition 
qu'il est symétrique: 


ÿ Uk = Upi. (1,4) 


Nous l'avons obtenu ainsi parce que nous avons écrit d'emblée 
dans dl’? le terme 2-1 drides sous la forme manifestement symé- 


: ôu; Our 
trique Dax +5) dr;dr». 
Ainsi que tout tenseur symétrique, u;, peut être réduit en chaque 
point donné à ses axes principaux. Cela signifie qu’on peut choisir 


en chaque point donné un système de coordonnées — les axes prin- 


! Selon l'usage, nous omettrons partout les signes de sommation sur les 
indices vectoriels et tensoriels ; il y aura toujours sommation de 1 à 3 sur tous 
les couples d'indices identiques dans une expression donnée. 
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cipaux du tenseur — dans lequel de tous les u;, seuls ne sont pas 
nuls les éléments « diagonaux » ui;, Us», u33. Nous noterons u‘}, 
u®, u® ces composantes, dites valeurs principales du tenseur de 
déformation. Il est à noter que si u;:, a déjà été réduit à ses axes 
principaux en un certain point du corps, il ne sera plus en général 
diagonal aux autres points. 

Si le tenseur de déformation a été réduit au point envisagé à ses 
axes principaux, dans le voisinage de ce point l’élément de longueur 
(1,2) revêt la forme 


dl? = (dix + ur) dr; dry — 
= (1+ 200) di + (1 + 2u®) dr5 + (1 + 20%) dri. 


On voit que cette expression se scinde en trois termes indépendants. 
Cela signifie qu'on peut, dans chaque élément de volume du corps, 
représenter la déformation par un ensemble de trois déformations 
indépendantes dans trois directions orthogonales, qui sont les axes 
principaux du tenseur de déformation. Chacune de ces déforma- 
tions est un allongement (ou une contraction) simple dans la direc- 
tion correspondante : la longueur dx; suivant le premier axe principat 


devient dx, = V 1 + 2u‘Var,, et de même pour les deux autres 
axes. Les quantités V 1 + 2u() — 1 représentent donc les allon- 


, 
dzi— 


gements relatifs di le long de ces axes. 
£ 


Pratiquement, dans la quasi-totalité des cas envisagés les défor- 
mations des corps sont petites. Cela signifie que la variation des 
distances dans le corps est faible en comparaison des distances 
elles-mêmes. En d’autres termes, les allongements relatifs sont 
petits devant l'unité. Toutes les déformations considérées par la 
suite seront donc supposées petites. 

Si un corps subit une petite déformation, toutes les composantes 
du tenseur de déformation, qui, comme on vient de le voir, détermine 
les variations de longueur relatives, sont aussi petites. Mais en 
ce qui concerne le vecteur déformation u;, il peut être aussi bien 
grand même lorsque les déformations sont petites. Envisageons, 
par exemple, une barre mince. Même en forte flexion, alors que 
ses extrémités se déplacent notablement dans l'espace, les allonge- 
ments et contractions dans la barre elle-même sont insignifiants. 

Ces cas particuliers ! mis à part, lorsque les déformations 
sont petites, le vecteur déformation l’est aussi. En effet, nul corps 
« à trois dimensions » (dont les dimensions ne sont petites dans 
aucune direction) ne saurait être déformé de sorte que ses diverses 


1 Y compris les flexions des plaques minces affectant la forme de surfaces 
cylindriques. 2e 
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parties se déplacent notablement dans l’espace sans provoquer des 
allongements ou des contractions importants. 

Les barres minces feront l’objet d’un examen particulier au 
chap. II. Dans tous les autres cas donc, u; est petit avec les défor- 
mations, et on pourra dans (1,3) négliger le dernier terme comme 
infiniment petit du second ordre. Ainsi, dans le cas envisagé des peti- 
tes déformations ui; a pour expression: 


1 du; duk 
aus (+) - (4,5) 


Les allongements relatifs des éléments de longueur suivant les 
axes principaux du tenseur de déformation (au point donné) sont à 
présent, aux termes d'ordre supérieur près, 


VA +H2u® —1 & u, 


ce qui montre qu'ils coïncident avec les valeurs principales du 
tenseur u;y. 

Considérons un élément de volume quelconque dV et trouvons son 
expression dV’ après la déformation. A cet effet, prenons pour 
référentiel les axes principaux du tenseur de déformation au point 
donné. Les éléments de longueur dzx;, dx2, dr; suivant ces axes de- 
viennent alors après la déformation dx, = (1 + u‘?”) dr,, etc. Mais 
dV = dridz:dr; et dV' = dzx;dx,dr,. De sorte que / 


dV'= dV (+u®) (1 +u®) (1-+u®). 
Négligeant les termes d'ordre supérieur, il vient 
dV'=dV (1 + ul tu - u®),. 


Mais on sait que la somme u‘? + u® + u'% des valeurs princi- 
pales d’un tenseur est un invariant de ce tenseur, égal, dans n'’im- 
porte quel système de coordonnées, à la somme des composantes 
diagonales U;y — Us + Usa + Ug3. 
7” Ainsi, 
dV' = dV (1 +u;i;). (1,6) 


On voit que la somme des composantes diagonales du tenseur de 
A : , dt a dV'— dv 
déformation représente la variation relative de volume QU 
Il est souvent plus commode de se servir des composantes du 
tenseur de déformation non pas en coordonnées cartésiennes, mais 
en coordonnées sphériques ou cylindriques. À titre de référence, 
nous donnons ci-dessous les formules correspondantes exprimant 
ces composantes en fonction des dérivées des composantes du vecteur 
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déplacement dans les mêmes coordonnées. En coordonnées sphéri- 
ques r, 0, œ: 


__ du, __ 1 Oug , u, ___ 1 Uy _ug Ur 
Bree MOST ne Men sin op Tr M0 + 
1 / duo ôug dug __ug , 1 dur 
208 = + (+ 68 uso) + ne: Zur = De. cp ant 
(1.7) 
___ 1  ôu, , L"te 
7 rsin6 ôp or r 
En coordonnées cylindriques r, q, :: 
du, 1 du u, UE 
Urr = dr * gp — F op Fr Cr 
1 du, , du du 
Mere Vo 2u,: — FEU Fr Ê (1,8) 


$ 2. Tenseur des contraintes 


Dans un corps non déformé la configuration des molécules corres- 
pond à l’état de son équilibre thermique, toutes ses parties étant 
par ailleurs en équilibre mécanique. Cela signifie que si l’on distingue 
un volume quelconque dans le corps, la résultante de toutes les 
forces avec lesquelles les autres parties du corps agissent sur le 
volume considéré est nulle. 

Mais si le corps est déformé, la position des molécules varie, 
le corps sort de son état d'équilibre initial et des forces, dites con- 
traintes internes, y prennent naissance qui tendent à le ramener à 
son état d'équilibre. Si le corps n'est pas déformé, les contraintes 
sont nulles. 

Les contraintes sont dues aux forces moléculaires, c’est-à-dire 
aux forces d'interaction des molécules. Un fait essentiel en élasticité 
est que les forces moléculaires possèdent un «rayon d'action» 
infime, leur influence étant de l’ordre de la distance entre molé- 
cules voisines. Or, en élasticité, qui est une théorie macroscopique, 
seules interviennent des distances grandes à l'égard des distances 
entre molécules. Par conséquent, on considérera en élasticité le 
« rayon d'action » des forces moléculaires comme nul. C'est dire 
en quelque sorte que les forces provoquant les contraintes internes 
sont en l'occurrence des forces « à courte portée », d'action en chaque 
point limitée aux points voisins. Il s'ensuit que les forces avec 
lesquelles une partie quelconque d'un corps est sollicitée par les 
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parties contiguës ne peuvent agir que directement au travers de la 
surface de cette partie. 

Une remarque s’impose: cette affirmation tombe en défaut 
lorsque la déformation donne naissance dans le corps à des champs 
électriques macroscopiques (corps pyro- et piézo-électriques). Mais 
nous n’envisagerons pas dans ce livre les propriétés de tels corps. 

Distinguons un volume quelconque dans le corps et considérons 
la résultante des forces agissant sur ce volume. D'une part, cette 
résultante est égale à la somme des forces agissant sur les éléments 
du volume envisagé, c’est-à-dire qu’elle vaut 


\ FdV, 


F étant la force agissant sur l'unité de volume du corps, de sorte 
que FdV agit sur dV. D'autre part, les forces avec lesquelles réagis- 
sent les unes sur les autres les diverses parties de ce volume ne peu- 
vent avoir d'effet non nul, car, en vertu de la loi d'égalité de l’action 
et de la réaction, ces forces s’annulent mutuellement. Aussi la 
résultante cherchée pourra-t-elle être considérée comme la somme 
des seules forces avec lesquelles le volume est sollicité par les 
parties contiguës du corps. Mais, d'après ce qui précède, ces forces 
agissant sur le volume au travers de sa surface, la résultante pourra 
être écrite comme la somme des forces agissant sur chaque élément 
de la surface du volume, c’est-à-dire sous la forme d’une intégrale 
prise sur cette surface. 

De la sorte, pour n'importe quel volume du corps, chacune des 


trois composantes \ F;dV de la résultante de toutes les contraintes 
d 


internes peut être transformée en intégrale prise sur la surface de 
ce volume. Mais on sait de l’analyse vectorielle que l’intégrale d’un 
scalaire dans un volume arbitraire peut être transformée en intégrale 
de surface si ce scalaire est la divergence d’un vecteur. Or nous 
avons en l'occurrence l'intégrale d’un vecteur, et non pas d’un 
scalaire. Ceci étant, le vecteur F, doit être la divergence d’un tenseur 
du”second ordre, c'est-à-dire qu'il doit s'écrire 

F= <<. (2,1) 
On pourra donc écrire la force agissant sur un volume sous forme 
d’intégrale sur la surface délimitant ce volume !. 


(rave (| Tu av 6 on dis, (2,2) 


1 On passe de l'intégrale de surface à l'intégrale de volume en remplaçant 


l'élément de surface df, par l'opérateur av 5 
ë 


TENSEUR DES CONTRAINTES 13 


les df; étant les composantes du vecteur df de l'élément de surface, 
dirigé, comme de coutume, suivant la normale extérieure à la sur- 
face 1, 

On appelle o;x tenseur des contraintes. Il résulte de (2,2) que 
Oindfs est la i-ème composante de la force agissant sur l'élément 
de surface df. Choisissant les éléments de surface dans les plans 
Z, Y3 y, 3; T, Z, on trouve que la composante 0;. du tenseur des 
contraintes est la i-ème composante de la force agissant sur l’unité 
de surface perpendiculaire à l'axe z;. Ainsi, l'élément de surface 
unité perpendiculaire à l'axe des x est soumis à la force normale 
(dirigée suivant l’axe des x) 6,, et aux forces tangentielles (suivant 
les axes y et 2) o,. et o…. 

Une remarque est à faire sur le signe de la force oixdfr. Dans 
(2,2) l’intégrale de surface est la force avec laquelle le volume déli- 
mité par cette surface est sollicité par les parties contiguës du corps. 
Inversement, la force avec laquelle ce volume agit de son côté sur 
la surface qui l’entoure est de signe contraire. Ainsi, l’action des 
contraintes internes sur toute la surface du corps est représentée 
par la force 


= $ Oin dfn. 


où l'intégrale est prise sur la surface du corps et df est dirigé suivant 
la normale extérieure. 

Déterminons le moment des forces agissant sur un volume du 
corps. On sait que le moment d’une force F peut s'écrire sous forme 
de tenseur antisymétrique du second ordre de composantes Fr; — 
— Fiz;, les r; étant les coordonnées du point d'application de la 
force *. Le moment des forces agissant sur un élément de volume 
dV est donc (F;x, — Fix;) dV, et sur le volume tout entier 


Mir = \ (Fit — Ft) dv. 


De même que la force totale agissant sur un volume quelconque, le 
moment de ces forces doit aussi être représenté par une intégrale 


1 A strictement parler, déterminant la force totale agissant sur le volume 
déformé du corps, on doit intégrer non pas sur les anciennes coordonnées x;, 
mais sur les nouvelles coordonnées z' des points du corps déformé. En con- 
séquence, les dérivées (2,1) devraient être prises par rapport aux r.. Toutefois, 
les déformations étant petites, les dérivées par rapport à x; et z, diffèrent par 
des infiniment petits d'ordre supérieur, et toutes les dérivations pourront se 
faire par rapport aux z. 

? Le moment d’une force F est défini comme le produit vectoriel F X r: 
on sait de l'analyse vectorielle que les composantes du produit vectoriel de 


deux vecteurs définissent un tenseur antisymétrique du second ordre; tel est 
précisément celui écrit dans le texte. 
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sur la surface délimitant ce volume. Remplaçant F; par son expres- 
sion (2,1), il vient: 


Mir — \ (St _. a) dV -- 


_ À 2(ouzn—omzi) y _ À 9h LEZ) 
= | dz, dV À Cou out) dv. 


Nous remarquerons dans la dernière intégrale que la dérivée d'une 
coordonnée par rapport à une autre est égale à un ou à zéro, suivant 
que ces coordonnées sont identiques ou distinctes (les trois coordon- 
ñ A ë ; :.* “OZ x 
nées étant indépendantes). Ainsi, _—_. = Ôgr, Où Ôxs est le tenseur 
; ! 

unité; sa multiplication par 6;, donne Ô4460;1= Oin, Oitônr = On. Par 
ailleurs, on a sous la seconde intégrale la divergence d’un certain 
tenseur ; cette intégrale peut donc se transformer en intégrale de 
surface. On obtient en définitive: 


Mir= $ (Oitta— Ont) dfi + \ (Ori — Gin) dV. 


Pour que seule l'intégrale de surface figure dans l'expression de 
Min, il faut que le second terme s'évanouisse identiquement, donc 
que Oijn — Où = 0, soit 


Oin — Oki. (2,3) 


Nous venons de déduire un résultat important : le tenseur des con- 
traintes est symétrique. Le moment des forces agissant sur un volume 
du corps peut s'écrire désormais sous la forme simple : 


Min = \ (Fin — Frzi) av=é (OuTr — Ont) dfr. (2,4) 


! On écrit aisément le tenseur des contraintes lorsqu'un corps subit 
uñe compression uniforme. Dans ce cas, chaque unité de surface 
subit une pression de même grandeur toujours dirigée suivant la 
anormale à la surface dans le volume du corps. Si l’on désigne cette 
pression par p, la force agissant sur l’élément de surface df, sera 
— p df;. Par ailleurs, l’expression de cette force en fonction du ten- 
seur des contraintes est ôixdfx. Ecrivant —p df;, sous la forme 
— pôindf», on voit qu’en compression uniforme le tenseur des con- 
traintes s’écrit : 


Oin = — Pôn- (2,5) 


Toutes ses composantes non nulles sont tout simplement égales 
à la pression. 

Dans le cas général d’une déformation arbitraire, les composan- 
tes non diagonales du tenseur des contraintes ne sont pas nulles 
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non plus. Cela signifie que, outre la force normale, des forces tan- 
gentielles, de « clivage », agissent sur chaque élément de surface 
à l’intérieur du corps, qui ont tendance à faire glisser l'un sur l’autre 
des éléments parallèles de la surface. 

A l'équilibre, les forces de contraintes internes doivent se com- 
penser mutuellement dans chaque élément de volume, c’est-à-dire 
qu'on doit avoir F, = 0. De sorte que les équations d’équilibre d’un 
corps déformé s'écrivent 


008 
ÔdrR 


(2,6) 


Dans le champ de la pesanteur devra disparaître la somme F + 
+ pg des forces des contraintes internes et de la force de pesanteur 
pg agissant sur l'unité de volume (p est la densité !, g l'accélération 
de la force de pesanteur dirigée verticalement vers le bas); les 
équations d'équilibre deviennent alors 


2 > 
ru + pgi= 0. (2,7) 


Pour ce qui est des forces extérieures directement appliquées 
à la surface du corps (qui sont habituellement la source de la défor- 
mation), elles entrent dans les conditions aux limites associées aux 
équations d'équilibre. Soit P la force extérieure agissant sur l’aire 
unité de la surface du corps, P df étant alors celle agissant sur l’élé- 
ment df. À l'équilibre elle doit être compensée par la force —0;;df4 
avec laquelle les contraintes internes agissent sur cet élément. 
On aura donc 


Pi df— oix dfx = 0. 


Ecrivant df, sous la forme df, = n;df, où n est le vecteur unité 
suivant la normale extérieure à la surface, on en déduit 


Oinna = Pi. (2,8) 


Telle est la condition qui doit être vérifiée sur toute la surface 
du corps en équilibre. 

Déduisons encore la formule de la valeur moyenne du tenseur 
des contraintes dans un corps déformé. A cet effet, multiplions 
l'équation (2,6) par x, et intégrons dans tout le volume du corps: 


06 9 (oirtx) CET 3: 
\ GAL œ dV = \ Er av—\ ou > dV = 0. 


1 A strictement parler, la densité du corps varie lorsqu'il se déforme. Mais 
cette variation se traduit par des infiniment petits d'ordre supérieur lorsque 
les déformations sont petites et pourra donc être ignorée. 
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Transformons la première intégrale du second membre de ere 
sur la surface du corps, et notons que dans la seconde SA = Ôyy. 
Il vient: 

$ ou dfi— | oi dV = 0. 
Substituant (2,8) dans la première intégrale, on trouve: 


$ Pitr df = À Oin dV = Voir, 


V étant le volume du corps, et ü;, la valeur moyenne du tenseur 
des contraintes dans le volume tout entier. Comme 6;: = 6x, on 
peut recopier cette formule sous la forme symétrique : 


Gi = 57 Ÿ (Pic + Pari) df. (2,9) 


Ainsi donc, la valeur moyenne du tenseur des contraintes peut être 
déterminée directement en fonction des forces extérieures agissant 
sur le corps, sans passer par les équations d'équilibre. 


$ 3. Thermodynamique de la déformation 


Suivons à présent la déformation d’un corps et supposons que le 
vecteur déformation uv, varie d’une petite quantité Ôu,. Déterminons 
dans ces conditions le travail effectué par les forces de contraintes 


internes. Multipliant la force F; — SE par le déplacement ôu, et 
intégrant dans tout le volume du ss on obtient: 
('orav= (Sin ou av. 
Th 
{ 
On a désigné par ÔR le travail des forces de contraintes internes 


dans l'unité de volume du corps. Il vient en intégrant par parties: 


_ \ ôR dV = À cxôu dfr — \ Oir cu dv. 


Envisageant un milieu illimité non déformé à l'infini, éloignons 
dans la première intégrale du second membre la surface d’intégra- 
tion à l’infini; alors 0;x — 0 sur cette surface et l'intégrale s’éva- 
nouit. Par ailleurs, eu égard à la symétrie de 0;4, la deuxième inté- 
grale peut s’écrire: 


Lorav= + (on (5 + D) dv = 
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On trouve donc: 
ÔR = — OiRÔUR. (3,1) 


Cette formule donne le travail R d'après la variation du tenseur 
de déformation. 

Si la déformation est assez petite, le corps revient à son état 
initial non déformé quand les forces extérieures déformatrices 
s’évanouissent. On appelle élastiques les déformations de ce genre. Si 
les déformations sont importantes, elles ne disparaissent pas inté- 
gralement avec les forces, une déformation résiduelle subsiste, et l’état 
du corps diffère de l'état initial. On a alors des déformations plasti- 
ques. Seules seront envisagées par la suite les déformations élastiques 
(excepté le chap. IV). 

Supposons à présent la déformation si lente qu'à chaque instant 
s'établit l’état d'équilibre thermodynamique correspondant aux 
conditions extérieures où le corps se trouve à l'instant précis (cette 
condition est pratiquement toujours réalisée). On sait qu’alors la 
transformation est thermodynamiquement réversible. 

Convenons de rapporter par la suite toutes les grandeurs thermo- 
dynamiques, telles que l’entropie S, l'énergie interne &, etc., 
à l'unité de volume du corps ! (et non à l'unité de masse, comme c’est 
d'usage en mécanique des fluides) et de les désigner par les ma- 
juscules correspondantes. 

Une variation infinitésimale dé de l'énergie interne est égale 
à la différence de la quantité de chaleur reçue par l'unité de volume 
considéré du corps et du travail dR des forces de contraintes inter- 
nes. La quantité de chaleur dans une transformation réversible est 
TdS, T étant la température. Ainsi, d8 = T dS — dR; prenant 
dR dans (3,1), on obtient: 


dé =T dS + Oik dun. (3,2) 


C’est la relation thermodynamique fondamentale pour les corps 
déformables. 


En compression uniforme, le tenseur des contraintes est ox = 
= —PÜir (2,5). Alors, 


Oik dur = — Pôir du; = — P du. 


Mais on a vu [cf. (1,6)] que la somme w;, est la variation relative du 
volume dans la déformation. Donc pour l’unité de volume u;, sera 


1 11 convient de préciser ce point. A strictement parler, il faut distinguer 
les unités de volume du corps avant et après la déformation ; ces volumes contien- 
nent, en général, des quantités de matiere différentes. Toutes les grandeurs ther- 
modynamiques seront toujours rapportées par la suite à l'unité de volume du 
corps non déformé, c'est-à-dire à la quantité de matière qu’il contient, pouvant 
occuper après déformation un volume quelque peu différent du volume initial. 


Ainsi, on trouvera l'énergie totale du corps en intégrant # dans le volume du 
corps non déformé. 
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simplement la variation de ce volume, et du;; l'élément dV de 
cette variation. La relation thermodynamique se réduit alors à sa 
forme usuelle : 
d& =T dS — p dv. 
Introduisant au lieu de l'énergie & l'énergie libre du corps 
— 6 — TS, nous recopierons la relation (3,2) sous la forme 


dF = —S aT + Oik du;x. (3,3) 
Enfin, le potentiel thermodynamique © a pour définition: 
D=8—-TS—oitir = F—oiir, (3,4) 


généralisation de l'expression usuelle O = 8 — TS + pV !. Subs- 
tituant (3,4) dans (3,3), on trouve: 


dD=— —S dT — un don. (3,5) 


Les variables indépendantes dans (3,2) et (3,3) sont respective- 
ment S,u;ret T, u;k. On peut déduire les composantes du tenseur des 
contraintes en dérivant 6 ou F par rapport aux composantes du 
tenseur de déformation, respectivement à entropie S ou température 


T constante: 
(GE À = (+ dur je (3,6) 


De même, dérivant O par rapport aux composantes 0;:, on peut 
obtenir les composantes u;,: 


un — (5 )r (3,7) 


; $ 4. Loi de Hooke 


Pour pouvoir appliquer les relations thermodynamiques générales 
à tel cas concret de déformation, il faut avoir l'expression de l'énergie 
Jibre F du corps en fonction du tenseur de déformation. On la trouve 
facilement, les déformations étant petites, en développant l'énergie 
libre en série des puissances de w;,. Nous n’envisagerons ici que 
les corps isotropes, remettant au $ 10 la déduction des expressions 
correspondantes pour les cristaux. 


1 En compression uniforme l'expression (3,4) devient 
D=F+puy=F+p(V—Vo), 


V — Vo étant la variation du volume dans la déformation. On voit que notre 
définition de © diffère de celle ordinairement utilisée en thermodynamique 


= F + pV par le terme —pW. 
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Ayant un corps déformé à une certaine température (constante 
dans tout le corps), nous considérerons comme non déformé l’état 
du corps en l'absence de forces extérieures à la même température 
(cette réserve est rendue nécessaire par la dilatation thermique; 
voir les détails au $ 6). Dès lors, pour u;; = 0 on n'aura pas de 


: Sté 5 oF > 
contraintes, c'est-à-dire que oi, = 0. Maiso;ix — x” donc le dé- 
t 


veloppement de F en puissances de u;, ne contiendra pas de termes 
linéaires. 

Par ailleurs, l'énergie libre étant un scalaire, il en sera de même 
de chaque terme du développement de F. Deux scalaires du second 
degré indépendants peuvent être formés à partir du tenseur symé- 
trique ui, ; on pourra prendre pour tels le carré ui; de la somme des 
composantes diagonales et la somme ui, des carrés des composantes 
du tenseur ui. Développant F en série des puissances de u;,, on 
obtient donc, en se limitant au second ordre, une expression de la 
forme 


F= Fo+ ui + puis. (4,1) 


C'est l'expression générale de l'énergie libre d’un corps isotrope 
déformé. À et u sont les coefficients de Lamé. 

Nous avons vu au $ 1 que la variation de volume dans une défor- 
mation est déterminée par la somme u,,. Si donc cette somme est 
nulle, le volume du corps ne varie pas, seule sa forme change. Ces 
déformations, sans variation de volume, constituent les glissements. 

Le cas inverse est celui où la forme ne change pas, seul variant 
le volume. Chaque élément de volume du corps reste semblable à 
lui-même au cours de la déformation. Nous avons vu au $ 1 que 
le tenseur d’une telle déformation est de la forme u;, — const-;z. 
Ce sont les compressions uniformes. 

Toute déformation peut être représentée par la somme d’un 
glissement et d’une compression uniforme. Il suffit pour cela d'écrire 
l'identité 


Un = (aux — + Gun) ++ din. (4,2) 


Le premier terme de droite est évidemment un glissement, puisque 
la somme de ses éléments diagonaux est nulle (rappelons que à;; = 3). 
Le second terme, lui, est lié à la compression uniforme. 

Au lieu de (4,1), il est commode de prendre pour expression 
générale de l'énergie libre du corps isotrope déformé celle qui s'obtient 
en utilisant la décomposition signalée d’une déformation arbitraire 
en glissement et compression uniforme. À savoir, nous prendrons 
respectivement pour scalaires indépendants du second degré les 
sommes des carrés des composantes du premier terme et du second 


2* 
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dans (4,2). F devient alors 
1 2 e 
F=p (un + du) + Euh. (4,3) 


K et pu sont respectivement le module de compression uniforme et le 
module de glissement. K est lié aux coefficients de Lamé par la rela- 
tion 


Il est connu qu'à l'état d'équilibre thermodynamique l'énergie 
libre est minimum. Si le corps ne subit aucune force extérieure, la 
fonction F des u;, doit avoir un minimum pour uix = 0. Cela signi- 
fie que la forme quadratique (4,3) doit être positive. Si le tenseur 
un est choisi tel que uy; = 0, seul subsistera le premier terme dans 
(4,3); mais s’il est choisi tel que u;x — const-ô;x, seul subsistera 
le second terme. Donc, la condition nécessaire (et, évidemment, 
suffisante) pour que la forme (4,3) soit positive est que X et u soient 
positifs. 

Ainsi donc, les modules de compression et de glissement sont 


toujours positifs : 
K>0, p>0. (4,5) 


Utilisons à présent la relation thermodynamique générale (3,6) 
pour définir le tenseur des contraintes. Pour calculer les dérivées 


un? écrivons la différentielle totale dF (à température constante). 
On a: 
1 1 
dF = Kur dun + 2u (un—7 und ) d (un + und ) ; 


Dans le second membre, le produit par à;:: de l'expression dans les 
premières parenthèses donne zéro, et il reste 


‘ dF = Kuu dur +2u Ce und ) duir 


du, écrivant duy, sous la forme d;rxduip, 
1 
dF= L Æurôi + 24 (ux—Zunên)] duix. 
On en déduit le tenseur des contraintes : 


Oin = Kurrôir + 2u (ur Bu) : (4,6) 


1 Le terme constant Fo, qui est l'énergie libre du corps non déformé, ne 
présentera pas d'intérêt pour nous par la suite. Aussi, pour abréger, l’omet- 
trons-nous, considérant que F représente la seule énergie libre de déformation, 
qu'on appelle encore énergie libre élastique. 
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Cette expression définit le tenseur des contraintes en fonction du 
tenseur de déformation pour un corps isotrope. Elle montre, notam- 
ment, que si la déformation est un glissement pur ou une compression 
uniforme pure, le lien entre oi et w;, est déterminé par le module de 
glissement ou, respectivement, par le module de compression uni- 
forme. 

Point n'est difficile d'obtenir les formules inverses exprimant 
les u;3, en fonction des 6:14. Trouvons pour cela la somme des termes 
diagonaux 6;;. Puisqu'’alors le second terme s’annule, (4,6) se réduit 
à Oii —= 3Ku;;, ou 


Uii = + Oùi- (4,7) 


Substituant cette expression dans (4,6), on en déduit u;x: 


Lin = gg On Ou + (on—+ énon ) . (4,8) 


L'égalité (4,7) montre que la variation relative de volume u;; 
dans toute déformation d’un corps isotrope ne dépend que de la 
somme ©;; des composantes diagonales du tenseur des contraintes, 
et le lien entre u;; et o;, est déterminé par le seul module de com- 
pression uniforme. Pour un corps en compression uniforme le ten- 
seur des contraintes s'écrit Oijx — —pôirx, et (4,7) donne alors: 


Ui= —+. (4,9) 


Les déformations étant petites, u;; et p le sont aussi, et on peut 
écrire le rapport = de la variation relative de volume et de la 


pression sous la forme différentielle F( )- Ainsi, 


1 _ 1 f ôV 
KV ( T° 
1/X est le coefficient de compression uniforme (ou simplement coeffi- 
cient de compression). 

Il résulte de (4,8) que le tenseur de déformation w;, est une 
fonction linéaire du tenseur des contraintes 0;,. En d’autres termes, 
la déformation est en raison des forces appliquées au corps. Cette 
loi qui régit les petites déformations est appelée Loi de Hooke 1. 

Nous allons donner encore une forme utile de l'expression de 
l'énergie libre d'un corps déformé; elle se déduit directement du 


. + En fait, la loi de Hooke s'applique pratiquement à toutes les déforma- 
tions élastiques. C'est que d'ordinaire les déformations cessent d’être élastiques 
alors que, celles-ci étant très petites encore, la loi de Hooke est une approxi- 
mation suffisamment bonne (excepté les corps du type caoutchouc). 
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fait que F est une fonction quadratique du tenseur de déformation. 
En vertu du théorème d'Euler, 


9F 
Ur un = 2F 


: 9F 
LS es à 
d'où, puisque Jun ik 


F=— THRER à (4,10) 


Si l’on substitue dans cette formule les u;,, combinaisons linéai- 
res des Oir, l'énergie élastique devient une fonction quadratique 
des 6x. Appliquant de nouveau le théorème d’Euler, il vient: 

9F 
Oik ox — 27 ’ 


et, rapprochant de (4,10), on voit que 


(4,11) 


Mais s’il est vrai que la formule 0; — a soit une relation ther- 


modynamique générale, la formule inverse (4,11) n'est vraie que 
si la loi de Hooke joue. 


$ 5. Déformations homogènes 


Venons-en à l'étude de quelques cas simples de déformations 
homogènes, pour lesquelles le tenseur de déformation est constant 
dans tout le volume du corps. Telle est, par exemple, la compression 
uniforme déjà envisagée. 

Considérons à présent la traction (ou la compression) simple 
d’une barre. Supposons la barre portée par l’axe des z, et ses champs 
extrêmes sollicités par des forces agissant en sens inverses. Ces 
fdrces agissent uniformément sur toute la surface des champs; 
soit p la force agissant sur l'unité d’aire. 

La déformation étant homogène, donc les u;, constants dans tout 
Jetorps, il en est de même des 6;, qu’on pourra donc déduire directe- 
ment des conditions aux limites (2,8). Les forces étant nulles sur 
la surface latérale de la barre, on a Gixnx — 0. Comme le vecteur 
unitaire n est sur cette dernière perpendiculaire à l’axe des z, seules 
ne sont pas nulles ses composantes 7,, n,; en conséquence, toutes 
les composantes 6;, sont nulles, hormis ©... On a sur les champs 
extrêmes de la barre 6:;n; = p, d’où 


Ozz = P. 


La relation générale (4,8) entre les composantes des tenseurs de 
déformation et des contraintes montre que tous les ui, avec i =Æk 


DÉFORMATIONS HOMOGÈNES 23 


sont nuls. On trouve pour les autres composantes : 
1 1 1 1 1 1 2 
Uez = Uyy = T7 (ar 3) Pt “3 (sr ty) pe 16 


La composante u,, définit l'allongement relatif de la barre 
suivant l'axe des z. Le coefficient de p est le coefficient de traction, 
et son inverse, le module de traction (ou module d'Young) E: 


Ui=+ , (5,2) 
où 
_ SKu L 
E= . (5,3) 


Les composantes u,, et u,, déterminent la compression relative 
transversale de la barre. Le rapport de la compression transversale 
à l'allongement longitudinal est le coefficient de Poisson © !: 


Uxx = — OU: (5,4) 
où 
_1 3K—2p 
SET KI : (5,5) 


K et l étant toujours positifs, le coefficient de Poisson pour diffé- 
rentes matières ne peut varier qu'entre —1 (pour À = 0) et d 


(pour u = 0). Ainsi ?, 
1 


—i<o<—+. (5,6) 


Enfin, l'accroissement relatif du volume de la barre en traction 
est 


1 = 
UH= Pr: (5,7) 


On peut écrire l'énergie libre de la barre distendue en utilisant 
directement la formule (4,10). Seule la composante 0, n'étant pas 


1 La notation © du coefficient de Poisson et 0,4 des composantes du tenseur 
des contraintes n'est pas amhiguë, vu la présence des indices. 

2 En fait, le coefficient de Poisson ne varie qu’entre 0 et 1/2. On ne connaît 
pas de corps dans la nature pour lesquels © << 0, c'est-à-dire qui enfleraient tout 
en s'allongeant. Signalons encore qu'à o& > 0 correspond À > 0, À étant le coef- 
ficient de Lamé figurant dans (4,1) ; autrement dit, les deux termes dans (4,1) 
sont en fait toujours positifs tout comme dans (4,3), bien que cela ne soit pas 
nécessaire aux termes de la thermodynamique. Les valeurs de o voisines de 1/2 
(caoutchouc par exemple) correspondent à un module de glissement petit à l'égard 
du module de compression. 
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nulle, on a F = 1/, ou, et 
2 


Fe. (5,8) 


Selon l'usage, nous nous servirons par la suite de Æ et © au lieu 
des modules X et u. Inversant les formules (5,3) et (5,5), on obtient !: 


E E 
B=Gro" 5x5: (5,9) 


Ecrivons les formules générales du paragraphe précédent, les coeffi- 
cients étant exprimés en fonction de Æ et o. On a pour. l'énergie 
libre : 


E O .» 
Frs (tr Su) : (5,10) 


Le tenseur des contraintes a pour expression en fonction du tenseur 
de déformation : 


Oik = (un + pruubn ) . (5,11) 
Inversement : 
un = [A+ ©) On — COndi]. (5,12) 


Les formules (5,11) et (5,12) étant d’un usage constant, nous 
donnerons pour la commodité leurs expressions explicites : 
E 
xx = 0420) [1 —0) Uxx + O (Uyy + Uzz)], 


Oyu = CET CI [C1 — 0) uy +0 (Uxx +Uzz)], (5,13) 


Ozz = EE T [(1— 0) uzz + 0 (uxx + uyy)l: 
{ E E E 
. Oxy — 150 Uxys  Oxz = T+o Uxzs  Oyz — 150 Uyz 
et les formules inverses: 


PE 


Uxx — _ [Oxx —0 (ouy + Gzz)]: 


1 
UT [Oyy — © (Oxx + Oz2)} (5,14) 
1 
Uzz — TE (Oz: — 0 (Oxx + Oyv)l 
1+0 1+0 1+0 
Uxy = + Oxys Uxz = + Oxzs Uyz = .. Oyz. 


1 Le second coefficient de Lamé ee 
o 


= Gao : 
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Considérons à présent la compression d’une barre maintenue sur 
les côtés de sorte que les dimensions transversales ne puissent varier. 
Les forces extérieures de compression sont appliquées à ses bases 
et agissent suivant sa longueur, que nous prendrons ici encore pour 
axe des z. On a là ce qu’on appelle une compression uniaziale. La 
barre étant déformée le long de l’axe des z, de toutes les composantes 
u;x seule u,, n’est pas nulle. En vertu de (5,13): 

7 Eo ____E(—o) 
Gr Ow Gpotd—2o V2 (To) —20) 


Désignant de nouveau la force de compression par p (6, = p; pest. 
négatif en compression), on a: 


1 1—2 
“ae, Ga 


Le coefficient de p est le coefficient de compression uniaxiale. On 
a pour les contraintes transversales : 


U:z. 


Uzz 


Oxx —= Oyy — P+— . (5,16} 
Enfin, l'énergie libre de la barre est: 
__ 2 +0) (1—20) £ 
F— PS — . (5,17) 


$ 6. Déformation avec variation de la température 


Considérons à présent les déformations au cours desquelles la 
température du corps varie; cette variation de la température peut 
être due à la déformation elle-même ou à d’autres causes. 

Nous considérerons comme non déformé l’état du corps en l’ab- 
sence de forces extérieures à une température donnée T,. Si la tem- 
pérature du corps est T =£ To, il sera en général déformé, par suite 
de la dilatation thermique, même en l'absence de forces extérieures. 
Ceci étant, à côté des termes quadratiques, le développement de 
l'énergie libre F (T) contiendra aussi bien des termes linéaires par 
rapport au tenseur de déformation. Un seul scalaire linéaire peut 
être formé à partir des composantes du tenseur du second ordre u;x, 
savoir la somme u;; de ses composantes diagonales. Nous suppo- 
serons ensuite que la variation de température T — T, qui accom- 
pagne la déformation est petite. Ceci posé, on pourra considérer 
que le facteur de u;; dans le développement de F (qui doit s’annuler 
pour T = Ti) est simplement proportionnel à T — T,. On obtient. 
ainsi pour l’énergie libre la formule suivante [remplaçant (4,3)]: 


F(T)=Fo(T)—Ke(T—Tyun-+p (un —5ônun ) +5 ui (61) 
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où le coefficient de T — T, a été écrit sous la forme —Xa. Les 
quantités u, X, & seront ici supposées constantes. Si l’on tenait 
compte de leur dépendance vis-à-vis de la température, on aurait 
des infiniment petits d'ordre supérieur. 

Dérivant F par rapport à u;,, on obtient le tenseur des con- 
traintes. On a: 


Oin = —Ka(T —To) dir -+ Kundix + 2u (un—+ but ) . (6,2) 


Le premier terme représente les contraintes supplémentaires dues 
à la variation de la température du corps. En dilatation thermique 
libre du corps (en l'absence de forces extérieures), les contraintes 
internes sont nulles. Annulant donc 0,:, on trouve que u;4 est de 
la forme const-ô,,, avec 


un =a(T —To). (6,3) 


Or, un est la variation relative du volume dans la déformation. De 
la sorte, & n’est rien d’autre que le coefficient de dilatation thermique 
du corps. 

Dans l’ensemble des déformations considérées au point de vue 
thermodynamique, les déformations isothermes et adiabatiques sont 
à distinguer. Dans une déformation isotherme la température du 
<orps ne variant pas, en posant dans (6,1) T7 = To, on retrouve les 
formules usuelles; À et u pourront donc être appelés modules iso- 
thermes. 

Les déformations adiabatiques sont celles qui s'effectuent sans 
échange de chaleur entre les diverses parties du corps et, bien sûr, 
-entre le corps et le milieu ambiant. Alors, l’entropie S reste cons- 


tante. On sait que l’entropie est égale à la dérivée + de l’éner- 


gie libre par rapport à la température. Dérivant l'expression (6,1), 
ok trouve au premier ordre en u;x 


S (T)=So (T) + Kauu. (6,4) 


Ægalant S à une constante, on pourrait trouver la variation de 
température ? — T, dans la déformation, qui serait proportionnelle 
à uy. Substituant cette expression de 7 — T, dans (6,2), on trouve- 
rait pour 6;4 l'expression de type usuel 


Oin = Kaaur dir + 2U (un—+ but ) (6,5) 


de même module de glissement u, mais avec un module de com- 
pression Ka différent. Cependant, le lien entre le module adiaba- 
tique X 4 et le module ordinaire, isotherme, X peut être déduit sans 
passer par ce calcul, en partant directement de la formule thermo- 
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dynamique connue 


0, 2 


(Cp étant la chaleur spécifique à pression constante rapportée à 
l'unité de volume du corps). Si V est ce que devient l’unité de volume 
de matière du corps après la déformation, les dérivées us et es 
définiront les variations relatives de volume lorsque le corps est 
échauffé ou comprimé. En d’autres termes: 


CR ER 
OT }p 0p /S Kad ôdp JT 
De la sorte, on trouve pour le lien entre les modules adiabatiques 
et isothermes: 
1 1 Ta? 
er KG , Haa —H. (6,6) 


Pour les modules de traction et coefficient de Poisson adiabatiques 
on déduit aisément les relations : 


, p To 
E TE 
Exd= — 7 ; Oad = —Z5 « (6,7) 
1—E 1—E 
SC» Cp 
2 
Dans les cas réels la quantité EE est ordinairement petite, et on 
p.. 
peut écrire avec une précision suffisante : 


Eu E+E Gaa = 0+(1+0)E ge - (6,8) 


Au cours d’une déformation isotherme le tenseur des contraintes 
est exprimé par les dérivées de l’énergie libre : 


cu = (ou Je 


Si l'entropie est constante, on écrira {cf. (3,6)]: 


22 (ne 


6 étant l'énergie interne. En conséquence, au cours de déformations 
adiabatiques, l’expression suivante, analogue à (4,3), détermine non 
pas l'énergie libre, mais simplement l'énergie interne de l'unité 
de volume du  : 


CE 


UT uuôun )' . (6,9) 
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$ 7. Equations d'équilibre des corps isotropes 


Déduisons maintenant les équations d'équilibre des corps solides 
isotropes. À cet effet, il faudra substituer dans les équations géné- 
rales (2,7) 


80: 
+ pa = 


l’expression (5,11) du tenseur des contraintes. On a: 


d0ik Eco dur + OUik 
ÔZh ES (1+0o)(1—20) ôz; 5 Ôrk | 
1 ôu; du 


Substituant ici u;x = Es +), on obtient les équations 
ê 


th 
d'équilibre sous la forme 
E d2u; E d?uy e< 
2ü+o) à to) —20)0m02 | Pi =0 (7,1) 
Il est commode de recopier ces équations en notations vectorielles. 


2 
Alors, les quantités + sont les composantes du vecteur Au, et 
zh 


= = div u. De sorte que les équations d'équilibre prennent la 


forme 


Au +7 grad div u= —pg 29, (7,2) 


Il est parfois commode d'écrire cette équation sous une forme un 
peu différente, utilisant pour cela la formule d’analyse vectorielle 
bien connue 


; grad div u — Au + rot rot u. 
Alors (7,2) devient 


(1+ 0) (1—20) . (7,3) 


grad divu— E(i—0) 


1—20 

se 2(1—0) 

Nous écrivons les équations d’équilibre dans un champ de forces 
de pesanteur uniforme, étant donné que ces dernières sont en élasti- 
cité les forces « volumiques » les plus courantes. En présence d'autres 
forces volumiques, le vecteur pg du second membre de l'équation 
doit être remplacé par une autre « densité » de forces. 

Le cas le plus important est celui où la déformation est due non 
pas à des forces volumiques, mais à des forces appliquées à la sur- 
face du corps. Alors, l'équation d'équilibre stipule: 


(1— 20) Au + grad div u = 0 (7,4) 


rot rot u = —pg- 
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ou encore 
2(1— 0) grad divu—(1— 20) rot rot u — 0. (7,5) 


Les forces extérieures n'’entrent dans la solution que par l’'inter- 
médiaire des conditions aux limites. 
Appliquant l'opération div à l'équation (7,4) et notant que 
div grad = À, il vient: 
Adivu=0, (7,6) 


ce qui prouve que div u (qui détermine la variation de volume au 
cours de la déformation) est une fonction harmonique. Appliquant, 
par ailleurs, l'opérateur de Laplace À à (7,4), on trouve à présent: 


AAu=0, (7,7) 


c'est-à-dire qu'à l'équilibre le vecteur déformation satisfait à 
l'équation biharmonique. Ces résultats subsistent dans un champ 
de pesanteur uniforme [le second membre de l’équation (7,2) s'éva- 
nouit lorsqu'on dérive], mais ils ne sont plus vrais dans le cas géné- 
ral de forces volumiques extérieures variables dans le corps. 

Le fait que le vecteur déformation satisfasse à l'équation bihar- 
monique ne signifie nullement que l'intégrale générale des équations 
d'équilibre (en l’absence de forces volumiques) soit une fonction 
vectorielle biharmonique arbitraire ; il y a lieu de se rappeler que la 
fonction u (x, y, z) doit encore en réalité vérifier l'équation aux 
dérivées partielles d'ordre inférieur (7,4). Dans le même temps, il 
apparaît possible d’exprimer l'intégrale générale des équations 
d'équilibre en fonction des dérivées d’un vecteur biharmonique 
arbitraire (cf. prob. 10). 

Si le corps est chauffé non uniformément, un terme supplémen- 
taire doit être ajouté dans l'équation d'équilibre. Le terme 
—Ka (T — To) 6 doit être ous au tenseur des contraintes 

Oh 


[cf. (6,2)], ce qui conduit dans 3 terme 
ôT Ea oT 
CE LE 


On obtient en définitive les équations d'équilibre sous la forme 


3 (1— : 3(1—2 
2 graddivu ne rotrotu—aVT. (7,8) 


Arrêtons-nous au cas particulier des déformations planes, l'une 
des composantes du vecteur déplacement étant nulle (u; = 0), et 
u,, Uy ne dépendant que de x, y. Les composantes u,;, u.:, uy, du 
tenseur de déformation s’annulent alors identiquement et, avec 
elles, les composantes 6,:, 0, du tenseur des contraintes (mais non 
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la contrainte longitudinale 6,., dont l'existence doit assurer la 
constance de la longueur du corps suivant l'axe des 2) 1. 
Puisqu’aucune quantité ne dépend de z, les équations d'équilibre 


(en l’absence de forces extérieures volumiques) _ = 0 se réduisent 
en l'occurrence aux deux équations: 

0Oxx , 00xy 90,x 00yy 

ea dE, ta (7,9) 


Les expressions les plus générales des fonctions 6:+, Oxy, Oyy, Satis- 
faisant à ces équations, sont 


24 2% 62: : 
ex er Ca geo WG (7,10) 


x étant une fonction afbitraire de x et y. Il est facile de déduire 
l’équation qu'elle doit vérifier. Une telle équation doit son existence 
au fait que Or, Oxyr Oyy S'expriment en réalité en fonction des deux 
seules quantités u,, u, et ne sont donc pas indépendantes. On 
trouve à l’aide des formules (5,13) pour la déformation plane: 
E 
Oxx + Oyy =- (1-0) (1 —20) (Uxx + uyy). 
Or, 


A . __ duz ouy Ji 
Oxx + Oyy — XL Ur y y = ivu, 


et puisque div u est, en vertu de (7,6), une fonction harmonique 
on en déduit que la fonction % vérifie l’équation 


AAy=0, (7,11) 


donc qu'elle est biharmonique. On appelle x fonction des contraintes. 
Le problème plan une fois résolu et la fonction 4 connue, la con- 
tainte longitudinale ©. est donnée directement par la formule 
? 0E ; 
2 T0) (1—20) (Uxx + Uyy) = 6 (Oxx + Oyy): 


ow 
O:2: = OAY. (7,12) 


Problèmes 


1. Déterminer la déformation d’une barre longue (de longueur !) placée 
verticalement dans le champ de la pesanteur. 


1 La théorie des fonctions d'une variable complexe donne des méthodes 
très efficaces pour la résolution des problèmes plans d'élasticité. Voir à ce sujet : 
N. Muskhélichvili. Quelques problèmes fondamentaux de la théorie de l'élasti- 
cité, Editions « Naouka », Moscou, 1966 (en russe). Il existe une traduction an- 
glaise do ce livre. 
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Solution. Prenons l'axe de la barre pour axe des : et la base infé- 
rieure pour plan x, y. Equations d'équilibre: 


00%: V0Oyi 90 
xl = = 0, zi pg. 
0x; Ôx; Oz; 


Toutes les composantes 0:;,, sauf o6.., doivent s'annuler sur la surface latérale 
de la barre, et sur la base supérieure (2 = !) 0, = 67, = 6,; = 0. La solution 
des équations d'équilibre vérifiant ces conditions est 


Ozz= —pg(l—:), 


et tous les autres 6;, — 0. Les u;, se déterminent en fonction des 6:, svus læ 
forme : 


o l— 5 
Uxx Uyy = p PE (—:),  u::= 2802 » Uxy = Ux: = Uyz 0, 


uis, par intégration de ces équations, on détermine les composantes du vecteur 
éformation 


pg (—:) Y» 
no PEU (— 5) — 0 (2 + y). 


L'expression de u, vérifie la condition à la limite u, — O0 en un seul point 
de la surface inférieure de la barre. Ceci étant, la solution déduite ne convient 
pas au voisinage du champ inférieur de la barre. 

2. Déterminer la déformation d'une sphère creuse (avec pour rayons exté- 
rieur et intérieur À et À) soumise intérieurement à une pression p, ; la pression 
extérieure ost p2. 

Solution. Prenons des coordonnées sphériques d'origine au centre de 
la sphère. La déformation u est partout radiale et fonction du seul rayon r. 
Par conséquent, rot u = 0, et l'équation (7,5) prend la forme 


Vdivu—0. 
D'où : 
4 d(ru) _ 
divu=— gr “const = 3a, 
ou bien 


= LEE 
u=ar + FE °° 


Les composantes du tenseur de déformation sont [cf. formules (1,7)]: 
2b b 
Ur A à U90 = Ugp = 0 + 7. 
La contrainte radiale 
E E 2E b 
Gr Goo) [U—0) Urr + 20U] = 0 5: 


Les constantes a et b se déduisent des conditions aux limites: 0,, = — p; pour 
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r = R, et 67 — — p2 pour r = R:. On en déduit: 
a=PRi—PeRt 1—20 5 — RÈR3 (Pi — pe) 1+0 
__ R3—R3 E 7 RIi—RS 2E 


Ainsi, la distribution des contraintes dans l'épaisseur d’une couche sphé- 
rique éprouvant une pression intérieure p, — p et une pression extérieure 
p2 = 0 est donnée par les formules 


_ pRÿ R3 __. PR} RE 
Cr D 7 CE DE 


Pour une enveloppe sphérique mince d'épaisseur k = R2 — R; & R ona appro- 
ximativement : 
_PR?(1—0) _.. PR = _p 
ÉURER 7 VO Re 
(Grr est la valeur moyenne de la contrainte radiale suivant l'épaisseur de l'enve- 
oppe). 
On oktient la distribution des contraintes dans un milieu élastique illimité 
avec une cavité sphérique (de rayon A) subissant une compression uniforme 
en posant R;=R, Ra = ©, p; = 0, p: = p: 


R3 R3 
o=—p (1-5 , G00= 099 = —P (1457) - 
A la frontière de la cavité les contraintes tangentielles sont 099 = Gg9 — —e : 
donc supérieures à la pression à l'infini. 
3. Déterminer la déformation d'une boule pleine (de rayon R) sous l'effet 
de son champ de gravitation propre. 
Solution. La force grave agissant sur l'unité de masse du corps sphé- 


s 


rique est — + Substituant cette expression à g dans l'équation (7,3), on 
obtient pour le déplacement radial l'équation: 
MEXCORENANTS ) NES 
G+o)d—20) dr V2 dr ) PER: 
La solution finie pour r = 0 et satisfaisant à la condition o,, = 0 pourr = R 
gest 
, = __£&pR (1 — 20) (1+ 0) : 3—0 + | 
_ 10E (1— 0) 1+0 R° ]l° 
Æ Notons que le substance est comprimée (u,, < 0) à l’intérieur d’une sphère 
de rayon R V us et dilatée en dehors de cette sphère (u,, > 0). La 
pression au centre de la boule est 
3—0 R 
104—0) 
4. Déterminer la déformation d'un tube cylindrique (de rayons extérieur 


et intérieur R2 et R;) subissant une pression interne p; la pression externe 
est nulle 1. 


1 Il est supposé dans les problèmes 4, 5, 7 que la longueur du cylindre 
est maintenue constante, de sorte qu'on n’a pas de déformation longitudinale. 
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Solution. Prenons des coordonnées coque d’axe des 2 confondu 
avec celui du tube. La pression étant uniforme le long du tube, la déformation est 
un déplacement radial pur u, — u(r). Comme au problème 2, on a maintenant: 


14 d 


divu=—— - = const = 2a. 


D'où 
b 
u=ar+—. 


Composantes non nulles du tenseur de déformation [cf. formules (1,8)]: 
| du b u b 


cher HR nie Upg = ot. 
On déduit des conditions 6,, = 0 pour r = R: et 6,, = — p pour r = /?,: 
pRi__ (1+0)(1—20) = PRiRÿ_ 1+0 


RIRE E : TR-R E 


La distribution des contraintes dans l'épaisseur du tube est donnée par les 
formules 


5. Déterminer la déformation d'un cylindre en rotation uniforme autour 
de son axe. 

Solution. Ecrivant dans (7,3) la force centrifuge pQ?r au lieu de 
la force de pesanteur (Q étant la vitesse angulaire), on obtient en coordonnées 
cylindriques pour le déplacement u,= u (r) l'équation 


__E(t—0) (is du) 
(+o)({—20) dr 


— pQir. 


La solution finie pour r — 0 et vérifiant la condition o,, = 0 pour r = R est 
__ PR? (+ 0) (1 — 20) 
8E(1—0) 
6. Déterminer la déformation d'une boule chauffée non uniformément, 
la distribution de la température étant à symétrie sphérique. 


Solution. En coordonnées sphériques, l'équation (7,8) pour une défor- 
mation purement re stipule: 


1 dis i+o dT 
dr (+ 3-0) dr : 


La solution finie pour r — 0 et satisfaisant à la condition o,, = 0 pourr = R 
est 


r[(8—20) R°—r*]. 


1 
u = = {= Tr dr + 


R 
2(—20) r ; 
Jo rampe 


La température T(r) est comptée à partir de la valeur pour laquelle la boule 
uniformément chauffée est considérée comme non déformée. On a pris pour 
telle la température de la surface de la boule, avec T(R) = 0. 


3—834 
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7. Même problème pour un cylindre chauffé non uniformément, la distri- 
bution de la température étant à symétrie axiale. 
= Solution. On obtient d’une manière analogue en coordonnées cylin- 
riques: 


r R 
1 1 
LE reee + He) Tr dr} | 


8. Déterminer la déformation d'un milieu élastique illimité avec une 
distribution donnée de la température T (x, y, z). On suppose que cette tempé- 
rature tend vers une valeur constante 7 à l'infini, où il n°y a pas déformation. 

Solution. L'équation (7,8) a, évidemment, une solution telle que 


c 1+0 
rotu—0, div unes 7 Y», 2) —Tol. 


Le vecteur u, de divergence égale à la fonction donnée définie dans tout l’espace 
et s'annulant à l'infini, et de rotationnel identiquement nul, peut s'écrire, 
comme on le sait de l'analyse vectorielle, sous la forme 


u (x, Us © 29 À vues) gp, 


avec r =V {x — 2")? + (y — y‘? + (2 — ="). Aussi obtient-on la solution 
générale du problème posé sous la forme 
__ a(i+o) [ RES CRE 
bad À 7 + 
avec T'=T(x", y’, 2’). , | 
Si une quantité de chaleur finie g est dégagée dans un très petit volume 


du milieu illimité (à l'origine des coordonnées), la distribution de la tempé- 
rature peut s'écrire sous la forme (C étant la chaleur spécifique du milieu) 


T—To= + 6 (2) 8 (y) 0 (s), 


(4) 


où 6 est la fonction Ô. Alors l'intégrale dans (1) vaut D et la déformation 


rest définie par la formule 
u=-<ûÜ+o)g re 
7 12x(1—0)C rs” 
* 9. Déduire les équations d'équilibre d'un corps isotrope (en l'absence de 
forces volumiques), exprimées en fonction des composantes du tenseur des 


contriintes. . : ; k 
Solution. Le système d'équations cherché contient, outre les trois 


équations, 
da; 
n =0 (1) 


celles résultant du fait que les six composantes distinctes de u;, ne sont pas 
indépendantes. Pour les déduire. écrivons d’abord le système de relations 
différentielles que doivent vérifier les composantes du tenseur u,. 11 est facile 
de voir que les quantités 


UR=T TTL 
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satisfont identiquement aux relations 
dun um _ Our Oum 
0x1027m ‘ Or; 017 OÔtkÔIm Ôz;, 07 


Ona ici en tout six relations distinctes (elles correspordent aux valeurs suivantes 
de i,k, l, m: 1122, 1133, 2233, 1123, 2213, 3312) : nous les conserverons toutes, 
contractant sur les indices ! et m l'égalité tensorielle écrite: 


ur _ duir durs @) 
Oz; 02h  OrRÔZ 01;02, 


Substituant ici les expressions (5.12) des u;, en fonction des ©,» et prenant 
(1) en considération, on obtient les équations cherchées: 


22 
(+0) Aou + ge = 0. G) 


Ces équations restent en vigueur lorsque le corps subit des forces volumiques 
extérieures constantes dans tout le volume. 
Contractant l'équation (3) sur les indices i et k, on trouve 


Aou=0, 


c'est-à-dire que oy; est une fonction harmonique. Appliquant maintenant à 
cette équation l'opérateur À, il vient 


AAOÿ;R =0, 


ce qu prouve que les o;, sont des fonctions biharmoniques: d’ailleurs, ces 
résultats découlent aussitôt de (7,6) et (7,7), étant donnée la relation linéaire 
entre os; et un. 

10. Exprimer l'intégrale générale des équations d'équilibre (en l'absence 
de forces volumiques) en fonction d’un vecteur biharmonique arbitraire(B. Ga- 
derkine, 1930). 

Solution. Il est naturel de chercher la solution de l'équation (7,4) 
sous la forme 


u=Af+4Agraddivf. 
On en déduit div u = (1 + A) div Af. Substituant dans (7,4), il vient: 
(1— 20) AAf+ [2 (1— 0) À +1] grad div Af=0. 


Ceci montre que, si Ê est un vecteur biharmonique arbitraire 


AAf=0, 
on a alors 


1 * 
u= Af JU —0) graddivf. 

11. Ecrire les contraintes 6,,, Ggy- 0r9 dans une déformation plane (en 
coordonnées polaires r, @) sous forme de dérivées de la fonction des contraintes. 

Solution. Puisque les expressions cherchées ne peuvent dépendre du 
choix de l'origine de l'angle polaire ®, elles ne le contiennent pas ex Are 
En conséquence, on pourra employer le procédé suivant: passant des dérivées 
cartésiennes (7,10) à leurs expressions en fonction des variables r, @, nous 
remarquerors que 


Orr = (Oxxlp=0r Op = (oyyle-0 Org = (Gxy)e=0 
3e 
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(l'angle q étant compté à partir de l’axe des x). On obtient ainsi: 


_1 0%, 1 0% __ 62% __ 81% 
Gr ont rage" ee gr" er op): 


12. Déterminer la distribution des contraintes dans un milieu élastique 
illimité comprenant une cavité sphérique, sachant que le milieu est soumis 
à une déformation uniforme à l'infini. 

Solution. La déformation uniforme générale peut être représentée par 
la superposition d’une traction (ou d’une compression) uniforme et d'un glisse- 
ment uniforme. La première déformation ayant été envisagée au problème 2, 
il suffire d'examiner le glissement uniforme. 

Soit 0% le champ de contraintes uniforme qui aurait lieu dans tout l’espace 
en l'absence de cavité; en glissement pur, 0; — 0. Nous désignerons par ut 
le vecteur déplacement correspondant et nous chercherons la solution sous 
5 forme u = u‘® + u'1?, la fonction ut! due à la cavité s'évanouissant à 
‘infini. 

Toute solution d’une équation biharmonique pau être écrite sous forme 
de combinaison linéaire de solutions à symétrie sphérique et de leurs dérivées 


par rapport aux coordonnées de divers ordres. r2, r, 7» 1 sont des solutions 


à symétrie sphérique indépendantes. En conséquence, la forme la plus générale 
du vecteur biharmonique u!‘!, dépendant des seules composantes du tenseur 


constant ok en tant que paramètres et s’annulant à l'infini est: 


(0 = 400 2 Lu poto 2 1, ct À 
ui — Aix ÔzRr +Bon Or; 0rR On Fr +Con Oz; 0zr 0x4 Fe () 
Substituant cette expression dans (7,4), on obtient: 
du; ô Ou, _ (0) 93 15 
Go) TE + Ga = (2 A — 20) C+ (4420) 0) 0, 


A= —4C (1 —0). 
Deux relations entre les constantes A, B, C se déduisent encore de la condition 
sur la frontière de la cavité: (oj$ + 0j }na = 0 pour r = R (R est le rayon 
de la cavité, l’origine est prise au centre, n est le vecteur unitaire dans la direc- 
tion r). Un calcul assez fastidieux avec l’aide de (1) conduit aux valeurs suivan- 


tes: 


} _CR? . 5R3(1+0) 
: B= Tr, C5) : 


L'expression définitive de la distribution des contraintes est: 


RCIP EE TONER 
HS (£) [ sa (+)>] (nan: + nn) + 
+ (&) [ FT (&)°] on rinmninn + 


15 R\3 R\2 
+27 —50 (5) L1-2-(€) | Sua0{0 name 
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Pour obtenir la distribution des contraintes pour des ojk arbitraires gen 
pas de glissement pur), on doit remplacer dans cette expression 0;x Par Ojn — 


— an) et ajouter l'expression 

1 R3 

EE [ont (Oix—3ninx) |, 
correspondant à la traction uniforme à l'infini (cf. prob. 2). Nous écrirons le 
résultat déduit dans le cas général pour les contraintes sur la frontière de la 
cavité: 


15 
CRT ET {a — 0) (69) — oUnynx —0Onyn;) + Oninmnins — 


50—1 A 
— 00 ninmôix + 10 o{9) Gun mana) À - 


Au voisinage de la cavité les contraintes sont bien plus importantes qu'à 
l'infini; cet accroissement des contraintes a un caractère local très prononcé 
et diminue rapidement avec la distance (phénomène de concentration des con- 
traintes au voisinage de la cavité). Ainsi, si le milieu est soumis à une traction 


simple uniforme (seule de est non nulle), les contraintes maxima se produiront 
à l'équateur de la cavité, et on aura 
27—150 (0) 
Gaz 380) # 


$ 8. Equilibre d’un milieu élastique limité par un plan 


Envisageons un milieu élastique occupant tout le demi-espace 
infini, c'est-à-dire limité d’un côté par un plan infini. Déterminons 
la déformation du milieu sous l'effet de forces appliquées à sa surface 
libre !. La distribution de ces forces doit être soumise à une seule 
restriction : elles doivent s’évanouir à l'infini pour qu'il n’y ait 
pas déformation. Dans ce cas les équations d'équilibre s’intègrent 
sous la forme générale. | 

On a dans tout le volume occupé par le milieu l'équation d'équi- 
libre (7,4): | 


grad div u + (1— 20) Au —0. (8,1) 

Nous chercherons la solution de cette équation sous la forme 
u—{+Vvo, (8,2) 
où est un scalaire, et le vecteur f vérifie l'équation de Laplace 
Af—0. (8,3) 


1 Le procédé de résolution le plus direct et standard du problème posé 
consiste à appliquer à l'équation (8,1) la méthode de Fourier. Cependant, des 
intégrales assez compliquées doivent être calculées. La méthode mise en œuvre 
ci-dessous, qui utilise un certain nombre d'astuces, exige des calculs plus simples. 
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Substituant (8,2) dans (8,1), on obtient pour q l'équation 
2(1— 0) Ap= —divf. (8,4) 
Prenons la surface libre du milieu élastique pour plan z, y, 
et prenons les z positifs dans le milieu. Ecrivons les fonctions f. et 


fy Sous forme de dérivées par rapport à z de certaines fonctions 
&z et £gy: 


Îx — = » y = : (8,5) 


fx et fy étant des fonctions hante on peut toujours choisir 
£+ et g, telles qu'elles satisfassent à l’équation de Laplace: 


Agx=0, Agy=0. (8,6) 
L'’équation (8,4) devient alors 
2 (1— 0) Ap= — 2 (+2 mt). 


Considérant que £>;, £&y, J- sont des fonctions harmoniques, on peut 
s ‘assurer aisément que la fonction q satisfaisant à cette équation 
peut s’écrire sous la forme 


2 08% 28 
P—= 75 (+2 el 7 )+v (8,7) 
%Ÿ étant aussi une fonction harmonique: 
A —= 0. (8,8) 


Ainsi, la détermination de la déformation u est réduite à la 
recherche de fonctions g,, gy, fz, Ÿ vérifiant toutes l'équation de 
Laplace. 

Ecrivons à présent les conditions aux limites qui doivent être 

observées sur la surface libre du milieu (sur le plan z = 0). 
Le vecteur unitaire de la normale extérieure n étant dirigé sui- 
vant les z négatifs, on doit avoir, d’après la formule générale (2,8), 
O;z = —P;. Utilisant l'expression générale (5,11) de o;: et expri- 
_mant les composantes de u en fonction des quantités auxiliaires 
TBxs Eu» [2 Ÿ, on obtient, moyennant un calcul simple, les conditions 
aux limites sous la forme : 


og 1—26 ; 1 dEx dy op 
2 |e=0 Ÿ 37 2U— 0 /: 5 GE) +22 z=0 

_ 249 p 

— TT gp À x 
Ey 9 f 1—207 1 dx | dy | à 2b | (8,9) 
38 [20 ay Sa (+5 7) +2 æ} 0 


_2t 209 p,, 
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er (ra) 


Les composantes P,, P,, P, des forces extérieures appliquées à la 
surface sont des fonctions données des coordonnées x, y s'annulant 
à l'infini. 

Les quantités auxiliaires g,, g,, f., Ÿ ne sont pas déterminées 
univoquement par les formules qui les ont introduites; un certain 
arbitraire subsiste dans leur choix. Ceci étant, on pourra leur impo- 
ser une condition supplémentaire quelconque. Il sera commode, en 
l'occurrence, d'annuler la quantité entre accolades dans les équa- 
tions (8,9)e1: 

Ex d8y 


(—20) (55 +5 +4(4—0) #20. (8,11) 


2(1+0) 
— #2 P. (810) 


Alors les conditions (8,9) se simplifient et donnent: 


928% 


___2(1+0) P&y ___2(14-0) 
TR De cote 


22 


Les équations (8,10) à (8,12) suffisent au calcul complet des fonc- 
tions harmoniques g,, £,, f:, Ÿ. 

Pour simplifier l'écriture des formules qui vont suivre, nous 
envisagerons le cas où une force concentrée F agit sur la surface 
libre du demi-espace élastique, c’est-à-dire une force appliquée à une 
région infime de la surface, qu’on pourra supposer ponctuelle. 
L'action de cette force pourra être décrite comme celle de forces 
superficielles distribuées suivant la loi 


P = F (x) ô (y), 


où figure la fonction à, l'origine des coordonnées étant prise au 
point d'application de la force. Connaissant la solution du problème 
pour une force concentrée, nous pourrons construire directement la 
solution pour une distribution arbitraire des forces P (x, y). Plus 
précisément, si 

U; = Gi} (z, Y; 2) Fr (8,13) 


est la déformation sous l'effet d’une force F appliquée à l'origine, 
la déformation résultant des forces P (x, y) sera définie par 


1 Nous ne démontrerons pas ici la possibilité d'imposer cette condition: 
elle résultera naturellement du fait qu’on n'est conduit à aucune contradiction. 
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l'intégrale ! 
ui = \ ( Gin(z—z", y—y, z) Pa(z', y’) dx’ dy’. (8,14) 
Il est bien connu en théorie du potentiel qu’une fonction harmo- 
nique f s’annulant à l'infini et possédant une dérivée normale donnée 
2 dans le plan z — 0 est déterminée par la formule 


1 ôf(z’,y’,= dx’ dy’ 
Jey.n=-Zx|1Ene| ee, 


=VG-r)+U-yY +. 
Comme les quantités ds, Eu et la quantité entre accolades dans 
(8,10) vérifient l'équation de Laplace, et que (8,10) et (8,12) déter- 
minent précisément les valeurs de leurs dérivées normales dans le 
plan z = 0, on a: 


= CC P:(z,y") pr pr 1 F 
pe (HE4 0) +88 Le Er ay tee, (649 


où à présent r = Wa? + y? + 2. 
Les expressions des composantes du vecteur cherché u contiennent 
non pas les quantités g, et g, elles-mêmes, mais leurs dérivées par 


rapport à x, y, z. Pour calculer dx , 2ky , dérivons les égalités (8,16) 


dy 
respectivement par rapport à x et à y: 
ex _ 140 Fas PE _ _ 140 Fwv 
0x0 nE r$ ôy à: nE 73 ” 


lntégrant à à présent sur dz de œ à z, on obtient: 
JE ts Per 

ee dx  nE r(r+:) 
dy _1+0  Fyy 


dy ñn£ r(r+:) * 


(8,17) 


Nous ne continuerons pas ici les calculs, simples mais fasti- 
dieux. On déduit f, et 5 des équations (8,11), (8,15) et (8,17). 


Connaissant %., il est facile de calculer % , intégrant d'abord 


ap 

” oy 

1 Conformément à la terminologie mathématique, G:4 est le tenseur de 
Green pour les équations d'équilibre d’un milieu semi-infini. 
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sur z et dérivant ensuite par rapport à z et y. On obtient ainsi toutes 
les quantités utiles pour le calcul du vecteur déformation d’après 
(8,2), (8,5), (8,7). On est conduit aux formules définitives : 


ce ([S-SRS] rÉCEÉ r + 
+R HD Gr turn), 
ur i[s- |] +, + (8,18) 
+ CRIE Gr +R). 


eee) F,+ [ES +4] (&F<+uFs)} 


En particulier, le déplacement des points de la surface libre du 
milieu se déduit de ces formules en posant z = 0: 


us= pe RE p.424 0) Fat (Feu) } 
1401 1—2 2 
We 2 F,42(41—0) F,+ Fe GF<-+uF,)} ; (8,19) 


ue {2(4—0) F.+ (420) (Fe + ur) } . 


Problème 


Déterminer la déformation d’un milieu élastique illimité sous l’effet d’une 
force localisée F 1. 

Solution. Considérant la déformation à des distances r grandes par 
rapport aux dimensions de la région d'application de la force, on pourra supposer 
la force appliquée à un point. On a l'équation d'équilibre ((cÉ, (7,2)]: 


Au+ grad divu= —2 49 ps (1) (1) 


26 
[où Ô(r) = Ô(z) Ô(y) Ô(:), l'origine étant prise au point d'application de la 


force]. Cherchons la solution sous la forme u = u, + u,, u, satisfaisant à l’équa- 
tion du type de Poisson: 


Aug = tte FÔ (r). (2) 

On obtient respectivement pour u, l'équation: 
Vdivu,+(1—20) Au; = —V div uw. (3} 
1 Un problème analogue pour un milieu quelconque anisotrope illimité 


a été résolu par /. Lifchitz et L. Rosentsveig (Journal de Physique Expérimentale 
et Théorique 17, 783, 1947). 
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La solution de l'équation (2) s’annulant à l'infini est 


ü _1+0F 
0T2E r ° 
Appliquant à (3) l'opérateur rot, on obtient A rot u; = 0. On doit avoir à 
l'infini rot u, = 0. Or, une fonction harmonique dans tout l’espace et s'annu- 
lant à l'infini est identiquement nulle. On a donc rot u; = 0, et on pourra 
écrire u, sous la forme u, = grad @. On déduit de (3) 
V{2(1—0)Ap+div us} =0. 
Il en résulte que l'expression entre accolades est constante, et puisqu'elle doit 
s'évanouir à l'infini, on aura dans tout l'espace 
div Uo 1+0 1 


aq 7 2({—0)  4nE (1—0) Fr 


Si + est solution de l'équation A =?, 


_ 1+0 
PRE Go 


Choisissant la solution sans singularité =. on obtient: 


1+0 Fn)n—F 
DA Arr er Pen mm 
n étant le vecteur unité dans la direction du rayon vecteur r. On a finalement : 
ie 1+0 (3— 40) F+n (nF) 
8xE (1—0) r : 
Mettant cette formule sous la forme (8,13), on obtient le tenseur de Green 
des équations d'équilibre du milieu isotrope illimité 1: 
1+0 


1 1 [On 1 82 
BE (0) (8 — 40) trim =7 [ee r] | 


Gia= ang Lr 7 AU —0) 0x; 07h 


$ 9. Contact de corps solides 


{ 

+ Soient deux corps solides en contact en un point non singulier 
de leurs surfaces (sur la fig. 1, a les deux surfaces ont été représen- 
tées en coupe au voisinage du point de contact O). Elles ont toutes 
"deux en ce point même plan tangent, que nous prendrons pour plan 
z, y. L'’axe des z sera orienté différemment pour les deux corps, vers 
l'intérieur, et la coordonnée correspondante sera désignée par z 
et 2’. 


1 Le fait que les composantes du tenseur G;, soient des fonctions homo- 
gènes du premier degré des coordonnées x. y, = résulte a prinrt de considéra- 
tions d’homogénéité relatives à la forme de l'équation (1), qui contient dans 
son premier membre une combinaison linéaire des dérivées secondes des com- 
posantes de u. et une fonction homogène du troisième degré au second membre 
{Ô (ar) = a73 à (r)]. 

Cette propriété subsiste dans le cas général d'un milieu anisotrope arbitraire. 
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On sait qu'au voisinage d'un point régulier (point O) l’équation 
d'une surface rapportée à son plan tangent (plan x, y) peut s’écrire 


2 = XaBTaTpr (9,1) 


avec sommation de 1 à 2 sur les indices répétés deux fois &, B (zx, = 
= TZ, Ze = ÿ), Xap étant un tenseur symétrique à deux dimensions 
caractérisant la courbure de la surface (les valeurs principales de 
1 : 2 Axe 
5" R;et R2 étant les rayons de courbure principaux 
- 2 Lé - A 4 Le 
au point de tangence). Nous écrirons de même l'équation de la sur- 


1 
Xap Sont DA et 


Fig. 1 


face du second corps au voisinage du point de tangence sous la forme 


2° = XapTaTB- (9,2) 


Supposons à présent les corps pressés l'un contre l’autre, et soit 
h le rapprochement, petit, qui en résulte 1. 

Un méplat apparaît alors au voisinage du point de contact pri- 
mitif, et le contact n'est plus ponctuel, portant sur une région 
petite, mais finie, des surfaces. Soient u, et u; les composantes 
(respectivement sur les axes z et z’) des déplacements des points des 
surfaces des deux corps pressés. On a représenté en pointillé sur la 
fig. 1,b les surfaces telles qu'elles étaient avant la déformation; 
z et z’ désignent les longueurs définies par les égalités (9,1) et (9,2). 
Comme le montre la figure, on a en tous les points de la région du 


1 Le problème de contact de la théorie de l'élasticité a été résolu la 
première fois par H. Hertz. 
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contact l'égalité 


(Gus) + (2 +u)=h 


(Xa8 + Xa8) TaTs+U:+u:=h. (9,3) 
Aux points extérieurs à cette région, où le contact est rompu, on 
a l'inégalité z + 2 +u, +u; < h. 
Dirigeons les axes zx et y de sorte que le tenseur xeg + xap soit 
réduit à ses axes principaux. Désignant les valeurs principales de 
ce tenseur par À et B !, recopions l'égalité (9,3) sous la forme 


A+ By+u,;+u;=h. (9,4) 
Désignons par P;:(x, y) la pression entre les deux corps aux 
points de contact (on a, bien entendu, P, = 0 en dehors de la région 
de contact). Déterminant le lien entre P, et les déplacements u, 
et u:, on pourra, avec une précision suffisante, considérer les sur- 
faces comme planes et se servir des formules déduites au paragraphe 
précédent. En vertu de la troisième formule (8,19) [compte tenu 
aussi de (8,14)}, le déplacement u, sous l'effet des forces normales 
P; (x, y) est déterminé par les expressions: 


40 P:(z°,y°) , û 
M || EE dr dy", 


pee \ \ Pt y) dz’ dy’ 


ou 


(9,5) 
an£’ r 
(o, o’ et E, E’ sont les coefficients de Poisson et les modules de 


traction des deux corps); comme P, = 0 en dehors de la région 
de contact, l’intégration est limitée ici à cette région. Notons qu'il 


résulte de ces formules que le rapport “ est constant et vaut 
uz 


de ({— 0?) E’ 
= A=GVE (9,6) 


Les relations (9,4) et (9, 6) déterminent ensemble la distribution 
de la déformation u,, u; dans la région du contact [les formules 
(9,5) et (9,6) elles-mêmes se rapportent, bien entendu, aussi bien 
aux points extérieurs à cette surface]. 


1 A et B sont liées aux rayons de courbure R1, R: et R;, R: des deux sur- 
faces par les relations suivantes: 


2A+D= +R TR 


en (Cd ten) Ge) 


æ étant l’angle entre les sections normales correspondant aux rayons de courbu- 
re R;et AÀ:. 

Les signes des rayons de courbure sont de do ponse lorsque les centres 
de courbure sont intérieurs aux corps, sinon ils sont négatifs. 
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Substituant les CApresions (9,5) dans (9,4), il vient: 
_ = 2 + P:(z',y op, e 
g LE ) [| HE dr dy =h— Ax®— By. (9,7) 


Cette équation nue détermine la distribution de la pression 
P, dans la région du contact. On peut trouver sa solution par ana- 
logie avec les relations suivantes connues dans la théorie du poten- 
tiel. Une double remarque induit cette analogie. Primo, l'intégrale 
du premier membre de (9,7) est du type de celles, courantes en 
théorie du potentiel, qui déterminent le potentiel créé par une 
distribution de charges; secundo, le potentiel du champ dans un 
ellipsoide uniformément chargé est une fonction quadratique des 
coordonnées. 
Lorsqu'un ellipsoïde 


a y 
ataætant 


est uniformément chargé dans son volume (avec une densité volu- 
mique constante p), le potentiel du champ dans l’ellipsoïde est 
défini par l'expression 


(zx, y; z) = 


d Fa st y? 2? PS Je 
= npabc {1 aFE TE c2+E Va? +E) É+E) (C2 +E) 


Dans le cas limite d’un ellipsoïde fortement aplati (suivant les 2), 
ce qui correspond à c — 0, on en déduit 


ne ele 
PEN) lU- BHE TS VU +E Gt +DE 


(passant à la limite c —+ 0, il faudra, bien entendu, annuler la coor- 
donnée z des points dans l’ellipsoïde). Par ailleurs, le potentiel 
@ (zx, y, z) peut s’écrire sous la forme 


… p dx’ dy’ d=° 
er 


l'intégrale étant prise dans le volume de l’ellipsoïde. Passant ici 
à la limite c + 0, on devra poser sous le radiale z = 2 = 0; inté- 


grant sur dz’ entre les limites +c vi — —— on obtient: 


a? D ? 
dx’ dy” x? y"? 
r 


nn ed 


(x, y) = 2pc \ \ 
C=VE-zF+G—YY) 
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3 
Rings Non étant étendue au domaine délimité par l’ellipse + 


+= TE — 1. Egalant les deux expressions de (zx, y), on obtient 
l'identité suivante: 


N dz’ CERTA Vin 


ab rex y? dE 
LE | FFE PH Vernon (0 


Comparant cette relation avec l'équation (9,7), on voit que 
leurs seconds membres contiennent des fonctions quadratiques de 
zx et y de même forme, et des intégrales de même type figurent dans 
les premiers membres. On en conclut aussitôt que le domaine de 
contact des corps [c'est-à-dire le domaine d'intégration dans (9,7)] 
est délimité par une ellipse de 

= 


rh (9,9) 
et que la fonction P.(x, y) est de la forme 

P.(z, y) = const-J/ 1-5 . 
Choisissant la constante de sorte que l’intégrale ( ( P.dx dy étendue 


au domaine de contact soit égale à la force totale F avec laquelle les 
deux corps agissent l’un sur l’autre, il vient: 


Pe (æ y)= — V1 Æ— _ ss (9,10) 


Re formule définit la loi de distribution de la pression dans le 
omaine de contact. Notons que la pression au centre du domaine 
est une fois et demie plus grande que la pression moyenne F/nab. 

Substituant (9, 10) dans (9,7) et remplaçant l'intégrale obtenue 
‘far son expression (9,8), il vient: 


te 
ED QE PTE Eh AB 
C ET FHDOIDE dE 


3 f1—02 , 1—0"2 

Der (+) 
Cette égalité doit avoir lieu identiquement pour tous les zx et y 
[dans l'ellipse (9,9)]; ceci entraîne l'égalité des coefficients de + 
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et de y et des termes constants dans les deux membres. On en déduit 
les relations: 


RS, (9,11) 
4 5 V(ai+) G+DE 
ASE. VC ee 
7) (424) Vtar+5 G+EE 
d (9,12) 
B= | dé 
A 


à GS+E VG@S+E CFDE 


Les équations (9,12) déterminent les demi-axes a et b du domaine 
de contact en fonction de la force donnée F (4 et B sont des quanti- 
tés connues pour les corps envisagés). Après quoi, la relation (9,11) 
détermine le lien entre la force F et le rapprochement k qu'elle 
provoque. Dans les seconds membres de ces équations figurent 
des intégrales elliptiques. 

Ainsi, le problème du contact des corps peut être considéré 
comme complètement résolu. La forme de la surface des corps (savoir 
les déplacements u,, u:) en dehors du domaine du contact est déter- 
minée par les mêmes formules (9,5) et (9,10); les valeurs des inté- 
grales peuvent être trouvées d'emblée par analogie avec le poten- 
tiel du champ d'un ellipsoïde chargé, cette fois-ci à l'extérieur 
de l’ellipsoïde. Enfin, les formules du paragraphe précédent per- 
mettent aussi bien de trouver la distribution de la déformation 
dans le volume des corps (mais seulement à des distances petites 
en comparaison des dimensions du corps). 

Appliquons les formules déduites au contact de deux boules de 


rayons À et R’. On a ici À — B — st): par raison de 


symétrie, il est clair qu’on doit aussi avoir a — b, c’est-à-dire que 
le domaine de contact est un cercle. On déduit de (9,12) le rayon 


a de ce cercle: 
a= ps (D Tr dl (9,13) 


hk est dans le cas donné la différence entre la somme À + R'et la 
distance entre les centres des boules. On déduit de (9,10) la relation 
suivante entre Feth: 


Fe [D(s+s) le. (9,14) 


Notons que le rapprochement k est proportionnel à F*3; inversement, 
la force pressante F est proportionnelle à k*/:. Ecrivons encore l'énergie 
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potentielle U des boules en contact. Remarquant qu'on doit avoir 


(—F) = +, on obtient: 


Une ET/ AT (9,15) 


Indiquons enfin que le lien 
k=const.F*%, F—const.h°: 


s'étend à des corps en contact de dimensions finies non forcément 
sphériques. II est facile de s'en assurer par des considérations de 
similitude. Dans la substitution a? — œa?, Lb?— œb?, F — aï/2F, 
où « est une constante arbitraire, les équations (9,12) restent inchan- 
gées. Mais dans l'équation (9,11) le second membre se trouve multi- 
plié par &, et pour que cette équation ne soit pas affectée, il faut 
remplacer k par &h. Il en résulte que F doit être en raison de hk°/2. 


Problèmes 


1. Déterminer la durée de la collision de deux boules élastiques. 
Solution. Dans le référentiel où le centre d'inertie des deux boules 
est au repos, l'énergie des boules avant la collision est égale à l'énergie cinétique 
pu? 
du mouvement relatif À =, vétant la vitesse relative des boules, et pu ae 


leur masse réduite. Dürant la collision, l'énergie totale est la somme de l'énergie 
cinétique, qu'on peut écrire sous la forme né EE, et de l'énergie potentielle 
(9,15). En vertu de la loi de conservation de l'énépies 

Fe) + kR5/3= pus, = nie : 
Le maximum Xÿ des boules, qui a lieu lorsque leur vitesse 
relative À s’annule, est 


L ho= (E)" vhs, 


La durée + de la collision (k variant de 0 à M, pe de cette valeur à 0) est 


PE 


er a =2(* "Tr __ ds 
0 PR RT LE Vi—z Vi 


ou 


AVar Es) 1/s 1/5 
= Ron () 20 CE). 


Utilisant lors de la résolution de ce problème les formules statiques dé- 
duites dans le texte, on fait, par là même, abstraction des oscillations élasti- 
ques de la boule qui naissent pendant la collision. Une telle abstraction exige 
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que la vitesse v soit suffisamment petite devant la vitesse du son. Mais, en 
fait, cette théorie tombe en défaut bien avant, les déformations dues à la collision 
dépassant la limite d'élasticité de la substance. 

2. Trouver les dimensions du domaine de contact et la distribution de la 
pr soe dans ce domaine dans le cas de deux cylindres pressés l’un contre 
autre suivant une génératrice commune. 

Solution. Le domaine du contact est ici une bande étroite axée sur 
la génératrice. La largeur de cette bande, 2a, et la distribution de la pression 
euvent être trouvées à partir des formules déduites dans le texte en passant 
a limite b/ a + co. La distribution de la pression sera une fonction de la 


forme 
P; (#)= const. ]/ 1 


(x est la coordonnée transversale de la bande de contact) ; en la normalisant sur 
la force pressante F rapportée à l’unité de longueur des cylindres, il vient: 


P, (z)= 2 = : 
Substituant cette expression dans (9,7) et intégrant au moyen de (9,8), on trouve: 
co 
A | 
0 


L'un des rayons de courbure d’une surface cylindrique est infini, et l’autre 
coïncide avec le rayon du cylindre; aussi a-t-on dans le cas envisagé 


1/1 1 
A++): B=0. 
La largeur de la Lande de contact cherchée est en définitive: 
16DF RR' 


TV Ex RFF: 


$ 10. Propriétés élastiques des cristaux 


La variation de l'énergie libre d’un cristal en compression 
isotherme est, tout comme chez les corps isotropes, une fonction 
quadratique du tenseur de déformation. Mais à présent, cette fonction 
contient non plus deux, mais un nombre supérieur de coefficients 
indépendants. 

L'expression générale de l'énergie libre d’un cristal déformé 
est 


F= + Âikimuilims (10,1) 


}inim étant un tenseur du quatrième ordre appelé fenseur des modules 
d'élasticité. Le tenseur de déformation étant symétrique, le produit 
U;nUim ne change pas quand on transpose à et #, ! et m, ou le couple 


4—834 
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i, k et le couple !, m. C'est donc l’évidence même qu’on puisse 
définir le tenseur A;:»m de sorte qu'il jouisse de ces propriétés de 
symétrie dans la permutation des indices: 


Âikim = Ànitm = Ainmi = Amir. (10,2) 


Un calcul simple montre que le nombre de composantes distinctes 
d’un tenseur du quatrième ordre jouissant de telles propriétés 
de symétrie est égal, dans le cas général, à 21. 

En vertu de l'expression (10,1) de l'énergie libre, le tenseur des 
contraintes s'exprime dans les‘cristaux en fonction du tenseur de 
déformation sous la forme (voir aussi le renvoi à la page 57): 


0F u 
Mn Aikimlime (10,3) 


Oirk — 


La présence de telle symétrie dans un cristal a pour effet d'ajouter 
de nouveaux liens entre les diverses composantes du tenseur À;z1m, 
et ses composantes indépendantes sont en nombre inférieur à 21. 

Considérons ces relations pour tous les types de symétrie macro- 
scopique des cristaux, c'est-à-dire pour toutes les classes cristallines. 
en les répartissant en systèmes cristallins adéquats. 

14. Système triclinique. La symétrie triclinique 
(classes C; et C;) n’impose aucune restriction aux composantes de 
Àinim, et le choix du système de coordonnées est, quant à la symé- 
trie, absolument arbitraire. Tous les 21 modules d'’élasticité sont 
non nuls et indépendants. Toutefois, l'arbitraire dans le choix des 
coordonnées permet d'imposer de nouvelles conditions aux À;xrm- 
L'orientation du système d’axes par rapport à un corps étant déter- 
minée par trois paramètres (angles de rotation), ces conditions sont 
au nombre de trois on peut, par exemple, annuler trois composan- 
tes. Dès lors, les quantités indépendantes caractérisant les propriétés 
élastiques du cristal seront les 18 modules non nuls et les 3 angles 
fi£ant l'orientation des axes dans le cristal. 

° Z Système monoclinique. Envisageons la classe 
C,; prenons le plan x, y du système de coordonnées confondu avec 
Je-plan de symétrie. Dans une réflexion par rapport à ce plan les 
coordonnées subissent la transformation: z—>2x, y—>y, =—+ —:. 
Les composantes du tenseur se transforment comme les produits 
des coordonnées correspondantes. Aussi est-il clair que, dans cette 
transformation, toutes les composantes À;4m avec un nombre impair 
de fois z en indice (1 ou 3) changent de signe, les autres restant 
telles quelles. Par ailleurs, en vertu de la symétrie du cristal, toutes 
les quantités caractérisant ses propriétés (toutes les composantes 
Arim incluses) doivent rester inchangées dans la réflexion par rapport 
au plan de symétrie. Ceci entraîne aussitôt la nullité de toutes les 
composantes avec un nombre impair de fois z en indice. En consé- 
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quence, l'expression générale de l'énergie élastique libre d'un 
cristal du système monoclinique s'écrit : 


1 e 1 e 1 a 
F= ZT AxxxxUxx + TZ hovvvt + T Nrzzaliz + hxxgylzxlyy + 


+ Axxezüxexlsz + Au: üyyuzz + 2 cyxylxy + 2 rsseelrs + 
+ 2yzyzUyz + 2h xxxyplxxlxy + 2yyuxlyyayx + 
+ 2hxyzlxylzz + Ehxsyslxrllyse (10,4 ) 


On a ici 13 coefficients indépendants. On obtient une expression 
analogue pour la classe C>, ainsi que pour la classe C2; contenant 
simultanément les deux éléments de symétrie (C2: et 04). Cependant, 
seul un axe de coordonnée (z) est fixé par les considérations de 
symétrie dans le raisonnement qui précède, les directions des axes 
z, y dans le plan perpendiculaire restant arbitraires. On peut profiter 
de cet arbitraire pour annuler, par un choix convenable des axes, 
l’une des composantes, disons Àsyzz. Les 13 quantités caractérisant 
les propriétés élastiques du cristal sont alors les 12 modules non 
nuls et l'angle qui détermine l'orientation des axes dans le plan z, y. 

3. Système orthorhombique. Dans toutes les 
classes de ce système (C2, D2, DA), le choix des axes de coordonnées 
est univoquement imposé par la symétrie, et on obtient la même 
expression pour l'énergie libre. Envisageons, par exemple, la classe 
D: et prenons pour plans de coordonnées les trois plans de symétrie 
de cette classe. Les réflexions dans chacun de ces plans sont des 
transformations qui ont pour effet d’inverser le signe de l’une des 
coordonnées, les deux autres restant telles quelles. Il est donc évi- 
dent que de toutes les composantes À;xm seules subsistent celles 
qui contiennent en indices chacun des zx, y et z un nombre pair de 
fois ; si elles existaient, toutes les autres composantes changeraient 
de signe par réflexion dans un quelconque des plans de symétrie. 
De la sorte, l'expression générale de l'énergie libre a dans le système 
orthorhombique la forme 


1 ° 1 e 1 ä 
F= ZT Asxxalèx + ZT luvvytuv + TZ Âszzeir + Axxyultxxlyy + 


+ Aesrlrlss + Ayyrelyyltzz + 2h cyeylry + 
+2Arzxles +2 y. (10,5) 


Elle contient en tout neuf modules d'élasticité. 

4 Système tétragonal. Envisageons la classe C... 
Confondons l’axe z avec C;, et prenons les axes x, y perpendiculaires 
à deux des plans de symétrie verticaux. Les réflexions dans ces 
deux plans se traduisent respectivement par les transformations 
LH —1,y—+ y, 2etz— 7, y —> —y, z— 2; ceci étant, toutes 


4* 
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les composantes À;zim avec un nombre impair d'indices identiques 


sont nulles. Par ailleurs, une rotation de _ autour de l’axe C, 


est la transformation z — y, y — —zx, z— z. D'où les relations: 
Avxxx = Auvvy hxxzz = Ayyzzs Assez = Âyzyz 


Les autres transformations de C;, n’ajoutent rien à ces conditions. 
L'énergie libre des cristaux du système tétragonal s'écrit ainsi 


1 L : 1 : 
F= T7 Rsxxx (Uix + Ur) KE Aszzzlis + Âxxzz (Uxxlzz + Uyylzz) + 
+ hesgytesluy + 2hcyeglry + 2hxzxz(Uiz + uÿ:). (10,6) 


Elle contient six modules d'élasticité. 

On obtient un résultat identique pour les autres classes du système 
tétragonal, le choix des axes de coordonnées étant naturellement 
imposé par la symétrie (Da, D, D:r). En ce qui concerne les classes 
C4, 4, Can, le choix n’est univoque que pour un axe (z), confondu 
avec C, ou S,. Les exigences de la symétrie admettent encore l’exis- 
tence [outre celles figurant dans (10,6)] des composantes 


Axxxy Fi Ayvux- 


On peut faire disparaître ces composantes par un choix convenable 
des axes x, y, et cette fois encore F se trouve ramenée à la forme 
(10,6). 

5. Système rhomboédrique. Considérons la classe 
C; confondons l'axe des z du système de coordonnées avec l'axe 
du troisième ordre, et prenons l’axe des y perpendiculaire à l'un 
des plans de symétrie verticaux. Pour déduire les restrictions impo- 
sées aux composantes du tenseur À;xrm par la présence de l'axe C3. 
il est commode de passer des coordonnées zx, y à des « coordonnées » 
complexes £, n définies par les relations: 

° E=xz+iy, n—=7—iy, 


la coordonnée z restant inchangée. Nous écrirons aussi dans ces 
rouvelles « coordonnées » le tenseur À;zim, les indices parcourant 
désormais les valeurs E, n, :. Il est facile de voir que dans une rota- 
tion de 120° autour de l'axe C; les « coordonnées » subissent la 


transformation 
Etes , n—>ne 7,22. 


En vertu de la symétrie du cristal, seules peuvent être non nulles 
les composantes de À;xim qui ne changent pas dans cette transfor- 
mation. Telles sont évidemment les composantes qui ont dans leurs 
indices trois fois ë ou n [notons que (e27i/3)3 — e2zi — 1}, ou qui 
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contiennent autant de fois E et n (puisque e2ti/3e-2xi/3 — 4); 
écrivons-les explicitement : 


Âzzzz Mngn Mggnn Asnzzs Agenz Agggz, Annnz- 


Par ailleurs, la réflexion dans un plan de symétrie perpendiculaire 
à l’axe des y est donnée par la transformation zx —+ x, y —> —y. 
z—+ 2, ou pour les quantités E, n: E—1n, n —+ £. Puisqu'’alors 
Age se transforme en ÀAnnn:, Ces deux composantes doivent être 
égales. Ainsi, les cristaux du système rhomboédrique possèdent 
en tout six modules d'élasticité. Pour écrire l’expression de l'énergie 


libre, il faut former la somme + Mikimlinléims dans laquelle les 


indices parcourent les valeurs E, n, z; puisqu'il nous faut exprimer 
F au moyen des composantes du tenseur de déformation en coordon- 
nées zx, y, z, il faudra exprimer les w;,, écrites dans les « coordon- 
nées » Ë, n, z, au moyen des u;4 écrites dans les coordonnées x, y, z. 
C’est une chose facile à faire, partant du fait que les composantes 
de u;, se transforment comme les produits des deux « coordonnées » 
correspondantes. Par exemple, il résulte de 


EE = (x +iy) = 2° — y + 2ixy 
que 
Uie = Uxx — Uyy + 2iuxy. 


On trouve finalement pour F l’expression suivante: 


+ 2inzz (Urx + Uyy) Uzz + 4Ngenz (Uk: + Uhr) + 
+ ges [xx — Uyy) Uxz — 2uxyyz]. (10,7) 


Elle contient six coefficients indépendants. Tel est aussi le résultat 
ebtenu pour les classes D, et D.,. En ce qui concerne les classes 
C3 et Se, dans lesquelles le choix des axes zx, y reste arbitraire, les 
exigences de symétrie admettent également la différence non nulle 


Msz Se Annnz- 


Toutefois, elle peut être annulée par un choix convenable des axes 
Z, y. 

6. Système hexagonal. Considérons la classe C et 
prenons l'axe des z du système de coordonnées suivant l’axe du 
sixième ordre. Introduisons de nouveau les « coordonnées » E — 

2x 


= z+iy, n = x — iy. Dans une rotation de + autour de l'axe 
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des z les « coordonnées » £, n subissent la transformation 
2 _2ri 
Etes, n—ne . 
Ceci montre que seules sont non nulles les composantes À;im 
contenant en indices E et n un nombre égal de fois. Telles sont: 


Mzzzz Minen Aggnns Ainzzs Mgznz- 


Les autres éléments de symétrie possibles du système hexagonal 
n’ajoutent rien à ces restrictions. On a donc en tout cinq modules 
d’élasticité. L'énergie libre a la forme 


1 L 
F= 2 rzzelis + 2hgnen (Uxx + Uyy)? + Aggnn [(Uxx —Uyy) + Auky] + 
+ 2h gnzzlez (Uxx + Uyy) + &sznz (uk: + us). (10,8) 


Il'est à noter que la déformation dans le plan x, y (déformation 
de composantes u,,, u,y, U;, non nulles) est déterminée en tout par 
deux modules d'élasticité, ainsi qu'un corps isotrope; c'est dire 
que, dans un plan perpendiculaire à l'axe hexagonal, les propriétés 
élastiques d’un cristal hexagonal sont isotropes. 

Pour cette raison, le choix de la direction des axes dans ce plan 
n'a pas d'importance et n'affecte en rien la forme de F. L'expression 
(10,8) concerne en conséquence toutes les classes du système hexa- 
gonal. 

7. Système cubique. Dirigeons les axes x, y, z suivant 
les trois axes du quatrième ordre du système cubique. Déjà la pré- 
sence de la symétrie tétragonale (d’axe du quatrième ordre le long 
des z) limitait le nombre des composantes distinctes du tenseur 
Âinim aux six suivantes: 

! hxxxx Âzzzz Âxxzzs Aszyys Asyxus Âxzxz 

Les rotations de 90° autour des axes x et y donnent respectivement 
‘les transformations x —+ x, Y—+ —2,2—yetr—2,y—+y,2—+ —Z%. 
Ces. transformations entraînent l'égalité des deux premières com- 
posantes écrites ci-dessus, des deux suivantes et des deux dernières, 
ce qui réduit à trois le nombre des modules d'élasticité distincts. 
L'énergie libre des cristaux du système cubique a la forme 


F=— + hxexx (UËx + y + ui.) + lexyy (Uxxuyy Le Uxxliz + Uyylzz) + 
+ 2 xyxy (ui, + ui: + us). (10,9) 


Ecrivons encore une fois le nombre des paramètres indépendants 
(des modules d'élasticité ou des angles déterminant l'orientation 
des axes dans le cristal) pour les classes des divers systèmes : 
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triclinique . . . . . . . . . . . . . . 21 
monoclinique . . . . . . . . . . . . . 13 
orthorhombique . . . . . . . . . . . . 9 
tétragonal (C4, Ses Con) + + - - - . 7 
tétragonal (C,,, Dog Das Dih) + - - . 6 
rhomboédrique (C3, Sa) .- . . . . . . . 7 


rhomboédrique (C:,, Ds, D) 6 
hexagonal . .... . . . . . . . .. 5 
Œubique, ‘said he, sue mie à es 3 


Le nombre minimum de modules non nuls (égal pour toutes les 
classes dans chaque système) qu’on peut obtenir par un choix con- 
venable des axes est: 


triclinique . . . .. 18 
monoclinique . . .. 12 
orthorhombique . . 9 
tétragonal . . . .. 6 
rhomboédrique . .. 6 
hexagonal . . . .. 5 
cubique . . . . . . 3 


Il va sans dire que tout ce qui précède concerne les monocristaux. 
Les corps polycristallins, eux, de dimensions assez petites des cris- 
tallites dont ils sont constitués peuvent être considérés comme iso- 
tropes (puisque nous considérons les déformations dans des régions 
grandes par rapport aux dimensions des cristallites). Comme tout 
corps isotrope, un polycristal est caractérisé en tout par deux modu- 
les d'élasticité. On serait tenté de croire de prime abord que ces 
modules peuvent être déduits des modules d'élasticité des diverses 
cristallites par une simple moyenne. Mais il n'en est rien. Si l’on 
considérait que la déformation du polycristal résulte de celle des 
cristallites dont il est formé, on devrait, en principe, résoudre les 
équations d'équilibre pour toutes ces cristallites en tenant compte 
des conditions aux limites sur les surfaces de séparation. On voit 
que le lien entre les propriétés élastiques du cristal dans son ensemble 
et celles des cristallites constituantes dépend de la forme concrète 
des cristallites et de la corrélation entre leurs orientations mutuel- 
les. Aussi n'existe-t-il pas de lien entre les modules d'élasticité 
d'un polycristal et d'un monocristal (de même matière). 

Le calcul des modules d’un polycristal isotrope en fonction des 
modules monocristallins ne peut se faire avec une précision appré- 
ciable que si les propriétés élastiques du monocristal sont faible- 
ment anisotropes !. En première approximation, on peut poser 


1 Ainsi, dans un cristal cubique « faiblement anisotrope » la différence 
hrxxx — Axxyy — 2hxyey doit être petite. 
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les modules d'élasticité du polycristal simplement égaux à la 
« partie isotrope » des modules élastiques du monocristal. Alors, 
à l’approximation suivante apparaissent des termes quadratiques 
par rapport à la petite « partie anisotrope » de ces modules. Ces 
termes correctifs se trouvent être indépendants de la forme des cristal- 
lites et de la corrélation de leurs orientations et peuvent être cal- 
culés sous la forme générale 1. 

Venons-en enfin à la dilatation thermique des cristaux. Dans 
les corps isotropes, elle est la même dans toutes les directions, de 
sorte que le tenseur de déformation s'écrit en dilatation thermique 
libre (sf. $ 6) 


Uih = + @(T— To) Üin; 


où «& est un coefficient de dilatation thermique. Pour ce qui est 
des cristaux, on écrira 


wa = SE (T—To), (10,10) 


&;x étant un tenseur du second ordre symétrique sur les indices à, 4. 
Trouvons le nombre des composantes indépendantes de ce tenseur 
dans les cristaux des divers systèmes. A cet effet, il est tout indiqué 
de partir du fait, connu en algèbre tensorielle, qu’on peut faire 
correspondre à tout tenseur symétrique du second ordre un ellipsoïde 
(d'équation œyxz;rs = 1). Il résulte aussitôt de considérations 
de symétrie que cet ellipsoïde a, en général, trois axes (les longueurs 
des trois axes sont différentes) pour les symétries triclinique, mono- 
clinique et orthorhombique. Pour les symétries tétragonale, rhom- 
boédrique et hexagonale cet ellipsoïde doit être de révolution (d’axe 
confondu avec l’axe de symétrie C4, C3 ou C&). Enfin, l’ellipsoide 
dégénère en sphère pour la symétrie cubique. Or, dans les trois 
cas envisagés, les ellipsoïdes sont respectivement définis par trois 
parhmètres (les trois axes), par deux paramètres et par un seul (le 
raydn). De sorte que le nombre des composantes indépendantes du 
tenseur &,;, dans les cristaux des différents systèmes est : 


Cd 


ms triclinique, monoclinique, orthorhombique . . 3 
tétragonal, rhomboédrique, hexagonal . . . . 2 
Qubique. 522 em EE MN nr ee 1 


Les cristaux des trois premiers systèmes sont dits biaxes, ceux 
des trois suivants sont dits uniaxes. Notons que la dilatation ther- 
mique des cristaux du système cubique est définie par une seule 
quantité, c’est-à-dire que, vis-à-vis de la dilatation thermique, ils 
se comportent comme les corps isotropes. 


1 Cf. 7. Lifchitz et L. Rosentsveig, J. Ph. E. T. 16, 967 (1946). 
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Problème 


Déterminer le lien entre le modulede traction d’un cristal cubique et la di- 
rection. 

Solution. Rapportons les coordonnées aux trois axes du quatrième 
ordre du cristal cubique. Supposons l'axe de la barre taillée dans le cristal 
dirigé suivant le vecteur unitaire n. Le tenseur des contraintes 6,4 dans la barre 
tendue doit satisfaire aux conditions suivantes: multiplié par »1, il doit donner 
la force de traction suivant n (condition sur les bases de la barre); multiplié 

ar un vecteur perpendiculaire à n, il doit s’annuler (condition sur la surface 
atérale de la barre). Un tel tenseur doit s'écrire 14 = prinr, p étant la force 
de traction agissant sur l'unité de surface de la base. Calculant fée composantes 
de 6;x au moyen de l'expression (10,9) de l'énergie libre 1 et les comparant 
avec Oix = pnins, on obtient les composantes du tenseur de déformation : 


_. (c1+2c) n* — Co  Rly 
FR Pen (+2) * “UTP 2e 


et de même pour les autres cop ur ; nous avons introduit ici les nota- 
tions: Acexx = Cfr Âxcxuu = Co Axyxy —= C3- 


L'allongement longitudinal relatif est u — Le, di” étant défini par 
la formule (1,2) et ee ri. Ceci donne pour les petites déformations u = 


= wanna. Le module d'Young est défini en tant que coefficient de proportion- 
nalité dans p = Eu et vaut 


1 Cie 1 2 2 2 2 2 s 2 
El 7 5221 Co Cere à Lt AE 
E a des extrema suivant les arêtes (axes de coordonnées) et suivant les grandes 
diagonales du cube. 


1 Calculant 044, il faudra prendre en considération la circonstance suivante. 

Si l'on fait les calculs non pas directement d'après les formuleso:x = Arximuime 
mais en dérivant l’expression concrète de l'énergie libre par rapport aux com- 
osantes du tenseur w;;, les dérivées par rapport aux wyx, avec i =£ k, donnent 

es doubles des valeurs des composantes correspondantes de o14. Ceci parce 


qu'en substance les o,, — gas sont réduits à exprimer le fait que dF = oxdur ; 


or, les termes avec les différentielles du, de chacune des composantes du tenseur 
symétrique wir, & = k, figurent deux fois dans la somme o,;duix. 


CHAPITRE 1Il 


ÉQUILIBRE DES BARRES ET DES PLAQUES 


$ 11. Energie d’une plaque en flexion 


Nous étudierons dans ce chapitre quelques cas particuliers 
d'équilibre de corps déformés, envisageant pour commencer les 
déformations des plaques minces. Quand nous disons plaque mince, 
nous supposons que l'épaisseur est faible en comparaison des dimen- 
sions dans les deux autres directions. Les déformations elles-mêmes 
seront, ici encore, supposées petites, c’est-à-dire que les points de 
la plaque varient peu à l'égard de l'épaisseur. 

Appliquées aux plaques minces, les équations générales d’équi- 
libre se simplifient considérablement. Cependant, plutôt que de 
déduire directement ces équations simplifiées des équations géné- 
rales, il sera préférable de calculer à nouveau l'énergie libre de la 
plaque courbée, puis de varier cette énergie. 

Lorsqu'on courbe une plaque, des tensions apparaissent en 
certains points intérieurs, des compressions en d’autres points. 
À savoir, il y a, évidemment, tension dans la partie convexe de la 
plaque, puis, quand on pénètre plus à l’intérieur, cette tension 
diminue et finit par s'annuler, faisant place à une compression qui 
vâ croissant dans les couches suivantes. De la sorte, on a dans la 
plaque une surface neutre sur laquelle la tension est nulle, la défor- 
Mation étant de signes différents de part et d’autre de cette surface. 
Il est évident que cette surface est le lieu du milieu de l'épaisseur 
de la plaque. 

Choisissons un système de coordonnées d'origine en un point 
quelconque sur la surface neutre et d’axe des : normal à cette sur- 
face. Le plan x, y coïncide avec le plan de la plaque non déformée. 
Désignons par & le déplacement vertical des points de la surface 
neutre, c’est-à-dire leur coordonnée en z (fig. 2). En ce qui concerne 
les composantes des déplacements de ces points dans le plan x, y, 
ce sont évidemment des infiniment petits du second ordre par rapport 
à £, et on pourra supposer qu’elles sont nulles. Le vecteur déplace- 
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œent des points de la surface neutre est ainsi : 
u® =uÿ =0, u=C(z, y). (11,1) 


Pour la suite des calculs, une remarque est à faire au sujet des 
contraintes dans la plaque déformée. La plaque étant mince, il 
suffira pour la courber d'appliquer à sa surface des forces relative- 
ment faibles. Elles seront certainement beaucoup plus faibles que 
les contraintes prenant naissance dans la plaque par suite des ten- 
sions et des compressions. Dès lors, on pourra négliger les forces 
?, dans les conditions aux limites (2,8), et il reste oyxnx = 0. La 


Fig. 2 


plaque étant peu courbée, on pourra supposer la normale n dirigée 
suivant l’axe des z. On aura ainsi sur les deux surfaces de la plaque 


Oxz — Oyz — Ozz = 0. 


Mais la plaque étant mince, la nullité de ces quantités sur les deux 

faces entraîne qu'elles sont petites aussi bien à l'intérieur. C'est 

dire que les composantes 6,:, 0,:, 6:- sont petites partout dans la 

plaque en comparaison des autres composantes du tenseur des con- 

traintes. On pourra donc les poser égales à zéro, et déterminer les 

composantes du tenseur de déformation à partir de cette condition. 
En vertu des formules générales (5,13) : 


Dix pooûix, Owy Ts 


(11,2) 


œ 


Ge ro) (2 [1 — Use + 0 (uxx + w)]. 


Annulant ces expressions, il vient: 


duz __ Ou; ôu, du, oc 


D dm" gt Tex Fu). 


Dans les deux premières équations, on pourra, avec une précision 
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suffisante, remplacer u, par & (zx, y): 


ous © Puy 
ES dr? © ôy ‘ 
d'où 
Le ot net 
Ur 2 We 27. (11,3) 


Les constantes d'intégration ont été prises nulles pour qu'on ait 
u; = u, = 0 pour z = 0. Connaissant u, et u,, on peut déterminer 
toutes les composantes du tenséur de déformation: 
- E at AE 
Uxx = — 255) My — La? Uxy — Troy" 
05 ft, en 
d 1—0 \ or? dy? 
Utilisant la formule générale (5,10), nous sommes à présent 
à même de calculer l'énergie libre F de l’unité de volume de la plaque. 
Un De Re donne 


y EE 2 C4 A & 02t 
F = 2? _— = oz? F3 [GE -55]} . (11,5) 


L'énergie libre totale de la plaque s'obtient en intégrant cette expres- 
sion dans tout le volume. On intègre sur z de —h/2 à +h/2, h étant 
l'épaisseur, et sur zx, y sur toute la surface de la plaque. On trouve 


finalement l'énergie libre totale F1 = | Fa de la plaque dé- 
formée : 


Fo = reees || (G+ 28) + 


D V2  0%t ot à 
+2(41—0) [GE ë Fr] } dr dy (11,6) 
(la! déformation étant petite, on pourra, avec une précision suffi- 
sante, écrire l'élément de surface simplement dx dy). 

Ayant obtenu l'expression de l'énergie libre, on pourra faire 
abstraction de l'épaisseur de la plaque et l’assimiler à une surface 
géométrique, puisque seule nous intéresse la forme qu'elle affecte 
sous l'effet des forces extérieures, et non pas la distribution des 
déformations dans la plaque. Ceci étant, & sera le déplacement des 
points de la plaque assimilée à une surface. 


(11,43 


$ 12. Equation d'équilibre d’une plaque 


Nous déduirons l'équation d'équilibre d’une plaque de la con- 
dition de minimum de son énergie libre. On calculera à cet effet 
la variation de l'expression (11,6). 


ÉQUATION D'ÉQUILIBRE D'UNE PLAQUE 61 


Décomposons l'intégrale figurant dans (11,6) en deux intégrales et 
varions chacune d’elles séparément. La première intégrale peut s’écrire 


| «ag ar. 


df — dr dy étant l'élément de surface, et A+ désignant 
ici (et partout dans les paragraphes 12, 13 et 14) l'opérateur de 
Laplace à deux dimensions. On obtient en variant cette intégrale: 


6 + | (au*af= | AAët af = | At aiv grad ôt àj = 
= \ div (AËVE) dj — \ VOLVAL di. 


‘Toutes les opérations vectorielles s'effectuent ici dans le système 
de coordonnées à deux dimensions x, y. La première intégrale du 
dernier membre se transforme en intégrale sur un contour fermé 
cmbrassant la plaque !: 


\ div (ALVGL) df = É A& (n grad ôt) di = £ AGE dl, 


ôn 
(] > » . . e 
3 désignant la dérivation suivant la normale extérieure 


au contour. 
Effectuant une transformation identique dans la seconde intégra- 
le, on obtient: 


À votvAtaÿ = \ V (EVA) df— ( SEA af = 
=$ 56 (nV) Aë dl — \ SLA’E af=$ ge 2% a1— { Tr. 


n 


Substituant les résultats déduits, il vient: 
1 ; » > Le OAË . à 
ô+ \ (AE) df = \ ôEA°E af—$ 65 DE di + $ A6 PE dl. (12,1) 


La transformation de la variation de la seconde intégrale dans 
(11,6) est quelque peu plus longue. 11 sera plus commode d'opérer 


1 La formule de transformation des intégrales bidimensionnelles est en 
tout point analogue à la formule tridimensionnelle. Le rôle de l'élément de volu- 
me dV incombe à présent à l’élément de surface d/ (considéré comme scalaire), 
<t l'élément de surface df est remplacé par l'élément de longueur du contour 
di multiplié par la normale extérieure au contour n. On passe de l'intégrale sur 
df à l'intégrale sur dl en remplaçant l'opérateur d/ __ par n;dl. Ainsi, si 

î 


æ est un scalaire, 


\ ve dt = qn dl. 
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avec les composantes es sous forme vectorielle. On a: 


si (GE) ns = 


Mr De D OP UE) à) 
= Oz dy Oz 0y x? 0y? Or? Oy? 


L'expression sous le signe somme peut s'écrire sous la forme 


à foët 0%. 081 0° 98 02 96L 974 
à) 7] 0  ( 


‘oz y Ôôz dy Oz ôy* 


Fig. 3 


En conséquence, on pourra recopier la variation sous forme d'intégra- 
le sur un contour: 


92% 2 0? 0°t ee ; oùt aôt ot 
DV ses — ia) 4 =$ disin 6 eu min 
oùt 9%  4649% 
+fdleos 0 (ES — Ge me) » (2,2) 


8 étant l’angle entre l’axe des x et la normale n au contour (fig. 3). 

Nous exprimerons les dérivées de ô par rapport à x et y en 
fonction des dérivées suivant la normale n au contour et sa tangente 
Ï conformément aux formules : 


7003 #n 0 , 
(] 
‘ay 


Alors, les intégrales dans (12,2) prennent la forme: 
(.) \ Lx }df=f di 2 {25in 60502 —sint pe & ma #4 + 


À = sin 8 À + cos0 À 


+É di 2 2e sin 8 cos 0 (FF) + (cos? 0 — sin? 6) 2 Es 
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La seconde intégrale peut être calculée par parties. Etant donné 
qu'elle est prise sur un contour fermé, les limites d'intégration 
sont confondues en un point, et on DODRIenE tout simplement: 


—-$aai {sin 0c0s 0 (PES TE ) + (cos? 0 — sin? 0) 2 PE). 


Regroupant toutes les expressions déduites et les affectant des 
coefficients figurant dans (11,6), on obtient finalement l'expression 
suivante pour la variation de l'énergie libre: 


Fe ST { \ ASL6E df— f 86 dl [SE+ 
CR 


+ (10) à sin 0 cos 8 D )+ (cos 0—sin* 8) #à)] + 


+$% a Poe (2sin 6cos0 À — 
—sin° OÙ — cos! 07) ] } : (12,3) 


Pour déduire d'ici l'équation d'équilibre de la plaque, il faut 
annuler la somme de la variation ôF et de la variation ôÔU de l'énergie 
potentielle de la plaque due à l’action des forces extérieures agissant 
sur elle. Cette dernière variation est égale, au signe près, au travail 
des forces extérieures déplaçant la plaque. Soit P la force extérieure 
agissant sur la plaque, rapportée à l’unité d'aire de sa surface et 
dirigée suivant la normale. Alors, le travail des forces lorsque les 
points de la plaque sont déplacés de Ôë est 


\ PE df. 


De la sorte, la condition de minimum de l'énergie libre totale 
de la plaque est traduite par l'équation 


&Fn— \ P6E df = 0. (12,4) 


On a dans le premier membre de cette égalité aussi bien des 
intégrales de surface que des intégrales sur le contour. L'intégrale 


de surface est 
{rs stp} otdr. 


La variation Ô6 étant arbitraire, cette intégrale est nulle si le 
coefficient de ô& s’évanouit, c’est-à-dire si 


Eh3 _ 2 
Hu—cs Mt—P=0. (12,5) 
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Telle est l'équation d'équilibre d’une plaque déformée par des 
forces extérieures !. 

Les conditions aux limites pour cette équation se déduisent en 
annulant les intégrales de contour dans (12,3). Plusieurs cas parti- 
culiers différents devront alors être examinés. Supposons une partie 


Fig. 4 


du bord de la plaque libre, c'est-à-dire non sollicitée par des forces 
extérieures. Alors les variations ÔË et o sont arbitraires sur cette 


partie, et les coefficients de ces variations doivent être nuls dans 
les intégrales de contour. 
Ceci donne les équations: 


SE + A0) Gn {cos0sin0 (À u + )+ 


+ (sin® 60 — cos? 


AË6+(1—0) {2sin 0 cos 0 2 _. rnr0-25 ent 02 me) =0. (12, 


Elles doivent être vérifiées sur toute la frontière ie de la . 
Les conditions aux limites (12,6) et (12,7) sont très complexes, 
et le problème est bien plus simple lorsque les bords de la plaque 
sont encastrés ou appuyés. Si les bords de la plaque sont encastrés 
(Lg. 4, a), ils ne peuvent se déplacer verticalement, la direction 
"de ces bords ne pouvant non plus changer. L’ angle dont tourne 
un tronçon donné du bord de la plaque par rapport à sa position 


initiale est égal (pour des déplacements & petits) à la dérivée L 


Ainsi donc, les variations ÔË et ô= Æ sont nulles sur les bords encas- 


1 Le coefficient 


12 (1 — 0) 
dans cette équation est appelé rigidité de la plaque à la flexion. 
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trés de la plaque, de sorte que les intégrales de contour dans (12,3) 
disparaissent identiquement. Les conditions aux limites ont dans 
ce cas la forme simple: 


t=0, & —0. (42,8) 


La première exprime le fait que les bords de la plaque ne se déplacent 
pas verticalement pendant la déformation, et la seconde le fait 
que la direction du bord reste horizontale. 

Il est facile de déterminer les forces de réaction avec lesquelles 
les points d'appui agissent sur la plaque. Ces forces sont égales et 
opposées aux forces avec lesquelles la plaque agit sur l’appui. Or, 
on sait de la mécanique que la force agissant dans une certaine direc- 
tion est égale à la dérivée de l'énergie par rapport à la coordonnée 
dans cette direction. En particulier, la force avec laquelle la plaque 
agit sur l'appui est définie par la dérivée de l’énergie par rapport 
au déplacement & du bord de la plaque, prise avec le signe moins, 
la force inverse de réaction étant égale à cette même dérivée pré- 
cédée du signe plus. Mais cette dérivée n'est rien d’autre que le 
coefficient de ÔG dans la seconde intégrale de (12,3). Ainsi, la force 
de réaction rapportée à l’unité de longueur du contour est égale à 
l'expression figurant dans le premier membre de l'équation (12,6) (qui, 

£ , : sp ER3 
bien entendu, n’est pas nulle maintenant) multipliée par BU—65 : 
De même, le moment des forces de réaction est défini par l’expression 
du premier membre de (12,7) multipliée par le même facteur. Ceci 
résulte directement du fait, bien connu en mécanique, que le moment 
d’une force est égale à la dérivée de l'énergie par rapport à l’angle 
de rotation du corps. L’angle de rotation du bord de la plaque 


étant égal à la dérivée 2 , le moment des forces correspondant est 


défini par le coefficient de CES dans la troisième intégrale de (12,3). 


Alors, en vertu des conditions (12,8), ces deux expressions (de la 
force et du moment) se simplifient considérablement. A savoir, 
& et S étant nuls tout le long du contour de la plaque, leurs déri- 
vées de tous ordres s'annulent aussi identiquement suivant la 
tangente 1. Prenant cette circonstance en considération et passant 
dans (12,6) et (12,7) des dérivées par rapport à x et y aux dérivées 
suivant n et 1, on obtient les expressions simples suivantes pour la 

force F et le moment M de la réaction d'appui: 

: Ehs 9  dO 02% 
Fee 12(1—02) L ôns l'ai ons | (12,9) 
____ Eh  ê®% 

M= is on - (12,10) 
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Un autre cas important est celui d’une plaque appuyée (fig. 4, b), 
dont les bords sont simplement posés sur un appui immobile sans 
lui être fixés. En ce cas, le déplacement vertical est nul comme 
précédemment sur le contour de la plaque (c’est-à-dire sur la courbe 
par laquelle la plaque est en contact avec l'appui), mais la direction 
n'est nullement invariable. En conséquence, dans l'intégrale de 
contour de (12,3) 


6 =0, 
mais à 
AUS 
ôn #0, 


et seule subsiste la seconde des conditions (12,6), (12,7). Quant au 
premier membre de (12,6), il définit, comme dans le cas précédent, 
la force de réaction aux points d’appui de la plaque (le moment 
des forces, lui, est maintenant nul à l'équilibre). La condition à la 
limite (12,7) se simplifie si l’on passe aux dérivées suivant n et 1, 
et si l’on note que & = 0 entraîne aussi la nullité sur tout le contour 
des dérivées 2 et ras . On obtient finalement les conditions aux 


limites sous la forme 


t=0, to DE 0. (12,11) 


Problèmes 


1. Déterminer la déformation d'une plique circulaire (de rayon À) ayant 
ses bords encastrés, la plaque étant horizontale dans le champ de la pesanteur. 
Solution. Prenons des coordonnées polaires de pôle au centre de la 
plaque. La force agissant sur l'unité de surface de la plaque est P = phg. 
L'équation (12,5) devient 
3pg (1 — 0°) 
ar. —_ 


(les & positifs correspondent au déplacement suivant la force de pesanteur). 
ÿ n'étant fonction que de r, on devra écrire pour A en coordonnées polaires 


 Lld d 52 ie : 
= rC Fr) L'intégrale générale de cette équation est 


G=Bri+art+b+crt In—+dln — : 


On devra poser dans le présent cas d — 0, puisque In _. devient infini pour 


r = 0, et aussi c — 0, ce terme conduisant à un point singulier de AG pour 
r — 0 (ceci correspondrait à une force appliquée au centre de la plaque, cf. 
prob. 3). Les constantes a et b sont déterminées par les conditions aux limites 


= 0, HF 0 pour r = R. On trouve finalement: 
G=B(R?—r3P. 
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2. Même problème pour une plaque appuyée par ses bords. 
Solution. Les conditions aux limites (12,11) deviennent dans le cas 
d’une plaque circulaire 
ts ot. 


dr? r dr 


On procéde comme au problème 1, et on trouve 
['S+O De 
g=BCR2—77) ( TS mr) | 


3. Trouver la déformation d'une plaque circulaire à bords encastrés et 
subissant en son centre une force f. 
Solution, Hormis l'origine, on a partout l'équation 


A = 0. 


Il vient en intégrant 


t=ar+b+cr"ln + 
(ici encore nous omettons le terme contenant Inr). La force totale agissant 
sur la plaque est égale à la force f appliquée à son centre ; ceci étant, l'intégrale 
de A?£ sur la surface de la plaque doit être égale à 


R 
12 (1 — 0°) 
27 dr = 
2x \ rA?& dr = RE f. 


0 
On en déduit 
E 3 (1— 0°) j 
_ 2nhsE 
Les constantes a et b se déterminent par les conditions aux limites. On trouve 
en définitive: 
+ — 3f (Li — 02) 


1 R 
se NE 2__pr2)—r2]n— 
S— 2hnE EG à =]: 


4. La même chose pour unc plaque appuyée par ses bords. 
Solution. 
__ 3f{—0?) F 340,» note À 
EE = uae  ldho Von + | | 


5. Déterminer la déformation d’une plaque circulaire suspendue par son 
centre dans le champ de la pesanteur. 
Solution. L'équation de & et sa solution générale sont identiques 
à celles du problème 1. Comme le déplacement & — 0 au centre, on a c = 0. 
Les constantes a et b se déduisent des conditions aux limites (12,6) et (12,7), 
s’écrivant dans le cas de symétrie circulaire : 
dAG __ dd 1 &N. dt © & 
æ = tr). Er 
On trouve finalement: 


t=pr? [+87 in À+2R 


3+0 ] 
1+0 J° 

6. Une mince couche (d'épaisseur k) est arrachée à un corps sous l'effet 
de forces extérieures appliquées travaillant contre les forces de tension superfi- 
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cielle à la surface d'arrachement. L'équilibre s'établit pour les forces exté- 
rieures données pour une valeur déterminée de la surface d’arrachement et pour 
une forme donnée de la plaque arrachée (fig. 5). Déduire la formule reliant 
la grandeur de la tension superficielle et la forme de la plaque arrachée 1. 


Fig. 5 


Solution. Nous assimilerons la couche arrachée à une plaque dont un 
bord (la ligne d’arrachement) est encastré. Le moment fléchissant agissant en 
ce board est défini par la formule (12,10); le travail de ce moment lorsque le 
domaine d'arrachement s’allonge de ôr est 


où _ EL 


(quant au travail de la force de flexion F, c'est un infiniment petit du second 
ordre). La condition d'équilibre consiste dans l'égalité de ce travail et de la 
variation de l'énergie superficielle, soit 24 ôr, où & est la tension superficielle, 
le coefficient 2 tenant compte de l’apparition de deux surfaces libres lors de 
l’arrachement. On obtient ainsi: 


œ 


___ Em ox \2 
—24(41—07 (or) : 


$ 13. Déformations longitudinales des plaques 


Elles constituent un type particulier de déformation des plaques 
minces, s'effectuant dans le plan même de la plaque, sans flexion. 
Déduisons les équations d'équilibre décrivant ces déformations. 

.Si la plaque est suffisamment mince, on pourra supposer la 
déformation homogène dans toute l'épaisseur. Le tenseur de défor- 
mation n'est alors fonction que de x et y (le plan zx, y est confondu 
avéc celui de la plaque) et ne dépend pas de z. Les déformations 
longitudinales d’une plaque sont dues habituellement à des forces 
appliquées à ses bords, ou bien encore à des forces volumiques 
agissant dans le plan de la plaque. Les conditions aux limites sur 
les deux faces de la plaque s'écrivent alors o;xnx = 0, ou, la normale 
étant dirigée suivant l'axe des z, 0;, = 0, c'est-à-dire 

Oxz = Oyz = O2 = 0. 

1 Ce problème a été considéré par /. Obréimor (1930) en relation avec sa 

méthode de mesure du coefficient de tension superficielle du mica ; les mesures 


qu'il a faites par cette méthode étaient les premières mesures directes de la 
tension superficielle des corps solides. 
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Notons, toutefois, que dans la théorie approchée exposée ci-après, 
ces conditions restent aussi en vigueur lorsque les forces de traction 
extérieures sont appliquées directement aux surfaces de la plaque, 
car, de toute façon, ces forces seront toujours petites vis-à-vis des 
contraintes internes longitudinales prenant naissance dans la plaque 
(Oxxr Oyyr Oxy). Etant nulles sur les frontières, les quantités (0,., 
Oyz» Ozz) Sont petites dans toute la faible épaisseur de la plaque, et 
il sera loisible de les considérer comme nulles dans tout son volume. 

Annulant les expressions (11,2), on obtient les relationssuivantes : 


U,- = 7 (Uxx +Uyy), Uxz =Uy: = 0. (13,1) 


Les reportant dans les formules générales (5,13), on obtient les 
composantes non nulles du tenseur des contraintes sous la forme 


E 
Oxx = 15 (Uxx + Ouyy); 
E 
Ouy = 75e (y + OUxx), (13,2) 
£E 
Oxy — +0 Uxy- 
Il convient de noter que la substitution formelle 


E— 


TE : T6 qe) 
ramène ces expressions aux formules qui relient les contraintes 6,., 
Oxyr Oyy et les déformations u,,, u,,, u.- lors d’une déformation 
plane {formules (5,13) avec u,, = 0]. 

Ayant ainsi complètement éliminé le déplacement z,, on peut 
assimiler la plaque à un milieu à deux dimensions (« plan élasti- 
que ») sans épaisseur et traiter le vecteur déformation u en vecteur 
à deux dimensions avec deux composantes u, et uy. Si Pas P, sont 
les composantes de la force volumique extérieure rapportée à l unité 
de surface de la plaque, les équations générales d'équilibre s'écri- 
vent: 


h (Le + =0, R(SE+ TR) + p 20. 


Substituant ici . expressions (13,2), on obtient les équations 
d'équilibre sous la forme 


1 ê?u ô?u 1 9 PU 
Eh | 1— 02 to ET RU 2(1—0) ôz0y 


1 du, 1 duy 1 du 
Eh (tee a tro ee JP 0. 


P,=0, 
(13,4) 
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Ces équations peuvent être condensées sous formc vectorielle à deux 
dimensions 


: 4—0 1—0? 
grad divu— 5 rotrotu=—P——, (13,5) 
toutes les opérations vectorielles se faisant dans l’espace à deux 
dimensions. 

Notamment, en l'absence de forces volumiques l'équation 
d'équilibre stipule 

grad divu— S rotrotu—0. (13,6) 

Elle ne diffère que par la valeur du coefficient [en accord avec 
(13,3)] de l'équation d'équilibre pour une déformation plane d’un 
corps illimité le long de l’axe des z ($ 7) !. Ainsi que pour une 
déformation plane, on peut introduire ici la « fonction des contrain- 
tes » définie par les relations 


0? 02% C2 
Oxx — ue ? x — Frog ? Ouu Ge ? (13,7) 


vérifiant automatiquement les équations d'équilibre écrites sous 
la forme 


dOxx | POxy dOyx  dOyy 
dm op 5 IE M ne 


La fonction des contraintes vérifie ici encore l'équation biharmo- 
nique, puisqu'on a pour A la relation 


E E: 
AY = Oz + Oyv Hg (Uxx + uyy) = 75 div u, 


ne différant que par un facteur de ce qu'on avait pour une défor- 
mation plane. 

Notonsici la circonstance suivante : la distribution des contraintes 
dar une plaque déformée par des forces données appliquées à ses 
bords ne dépend pas des constantes élastiques de la substance de la 
plaque. En effet, ces constantes ne figurent pas dans l'équation 
biharmonique vérifiée par la fonction des contraintes, pas plus 
que dans les formules (13,7) définissant les composantes 0;: d’après 
cette fonction (en conséquence, elles ne figurent pas non plus dans 
les conditions aux limites aux bords de la plaque). 


Problèmes 


1. Déterminer la déformation d’un disque plan en rotation uniforme 
autour de l’axe normal au disque en son centre. 


1 On appelle parfois état de contrainte plan une déformation homogène le 
long de l'axe des z avec dans tout le corps 0. = ©6:y = 0, — 0, à la différence 
d’une déformation plane, telle que, dans tout le corps, u,, = u,, = u;, = 0 
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Solution. La solution cherchée ne se distingue que par les valeurs 
des coefficients constants de la solution de la déformation plane du cylindre 
gt te problème 5, $ 7. Le déplacement radial u, = u (r) est défini par 
a formule 


_ pQ?(1—0*) 3+0 és 2) 
ge — r io. r2 ). 


Par la substitution (13,3), cette expression se ramène à celle déduite au pro- 
blème 5, 87. 

2. Déterminer la déformation d'une plaque semi-infinie (de bord recti- 
ligne) sous l’action d'une force concentrée appliquée en un point du bord et 
agissant dans le plan de la plaque. 

Solution. Introduisons des coordonnées polaires, l'angle œ@ étant 
rapporté au support de la force appliquée; ses valeurs sont comprises entre 


S+a et À — a, æ étant l’angle entre la direction de la force et la 


normale au bord de la plaque (fig. 6). En tous les points de la frontière libre, 
sauf le point d’application de la force extérieure (origine des coordonnées), 
doivent être vérifiées les conditions Gp = Org = 0. Utilisant les expressions 
de Ov et 6ro déduites au problème 11 du & 7, on trouve qu'il faut, à cet effet, 
que la fonction des contraintes satisfasse aux conditions 


9% _ 1 ox _ SL 30: 
<= const, — 20 const pour p=F 5-02. 


Ces deux conditions sont remplies si 4 = rf(p). Dans une telle substitution 
l'équation biharmonique 


1 9 a 43 ]2 

Do (+) F3 ] x=0 
donne pour f() des solutions do la forme sin q, cos q, œ@ sin ç, cas @. Les 
deux premières sont fictives, étant donné qu’elles conduisent à des contraintes 


identiquement nulles. La solution donnant une valeur juste de la force appliquée 
à l'origine des coordonnées gpst 


a sin 
X=—-rpsiny, 


(1) 


(F est la valeur de la force rapportée à l’unité d'épaisseur de la plaque). En 
effect, projetant les forces de contraintes internes sur les directions parallèle 
et perpendiculaire à Fet intégrant sur une petite demi-circonférence de centre 
à l'origine (dont on fera tendre ensuite le rayon vers zéro), on obtient 


{ Opr COS pr dp= —F, 


\ CrrSinqrdp=0, 


qu sont précisément les valeurs compensées par la force extérieure appliquée 
à l'origine. 

Les formules (1) déterminent la distribution des contraintes cherchée. 
Elle est purement radiale: seule une force de compression radiale agit sur tout 


72 ÉQUILIBRE DES BARRES ET DES PLAQUES 


élément normal au rayon. Les courbes équicontraintes sont les circonférences 
r = d cos q passant par l'origine et centrées sur le support de F (fig. 6). 
Composantes du tenseur de déformation: 


Orr u 
Ur Ugp= —"ÿ Orr Urg=0. 


D'où, par intégration [à l'aide des expressions (1,8) des composantes us, en 
coordonnées polaires], on peut trouver le vecteur déplacement: 


2 : 2F | 1—0)F ,. 
Up TE sin + In sin p+ DE (sin p—g cos 9). 


Les constantes d'intégration ont été choisies de manière à exclure le déplace- 

ment (translation ou rotation) de la plaque comme un tout; en l'occurrence, 

on suppose non déplacé un point pris conventionnellement sur le support de 
origine. 


la force à la distance a de 1 


La solution déduite permet de construire la solution pour une distribution 
arbitraire de forces spiesnl sur le bord de la plaque (cf. $ 8). Mais il va sans 
dire qu'elle ne s'applique pas au voisinage immédiat de l'origine. 

3. Déterminer [a déformation d'une plaque infinie cunéiforme (d’angle 
24 au sommet) sous l'action d'une furce appliquée à son sommet. 

| Solution. La distribution des contraintes est définie par des formules 
pe se distinguant de celles déduites au problème Denise que par une norma- 
tiäation. Si [a force agit suivant la ligne moyenne du coin (force F; sur la fig. 7), 
on a: 


… F; cos q 
r(æ+1/, sin 2a) ? 


Orr un Org = Cey = 0. 
Mais si elle agit dans la direction perpendiculaire (F, sur la fig. 7), alors 


= F, cos p 
TT r(aœ—1/, sin 2a) ° 


pis chacun de ces deux cas l’angle q est compté à partir du support de la 
orce. 
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4. Déterminer la déformation d'un disque circulaire (de rayon R) compri- 
mé par deux forces égales diamétralement opposées Fh (fig. 8). 


f 


on 


| 
Fig. 7 


Solution. La solution est donnée par la superposition de trois distri- 
butions de contraintes internes. Les deux premières sont: 


 ___ 2F cos: CON ES 
EU ru  n C9 — 0949, — 0, 

2) 2F cos Po «2) «2) 

Re x 1 ? Gr202 = 00202 © 0, 


rt» P1 Ot r2, Pa étant les coordonnées polaires d'un point arbitraire P, de pôles. 
aux points À et B (ce sont les contraintes qui proviendraient d’une force normale 


Fig. 8 


F ra en un point de la frontière du demi-plan du problème 2). La troisiè- 
me distribution 


F 
= 7 0 


74 ÉQUILIBRE DES BARRES ET DES PLAQUES 


est une traction uniforme d'intensité déterminée. En effet, si le point P se 
trouve sur la circonférence frontière du disque, on a pour ce point r, = 2R cos q4, 
ra = 2R cos q», de sorte que 


« «2) F 
Sryri = Orsro = TR . 


Les directions r, et r° étant perpendiculaires en ce pois on voit que les deux 
premiers systèmes de contraintes donnent lieu sur le bord à une compression 
uniforme ; ces forces sont précisément compensées par la traction uniforme du 
troisième système, de sorte que le bord du disque est, comme il se doit, libre 
de toute contrainte. | 
5. Déterminer la distribution des contraintes dans une plaque infinie 
avec un trou circulaire (de rayon À) soumise à une traction uniforme. 
Solution. On a pour une plaque pleine soumise à une traction uniforme 
où = T, oÿy = 0%y = 0, T étant la force de traction. La fonction des contrain- 
tes correspondante est: 
x = PT r sin? = + Trè (1 — cos 29). 
En présence d’un trou circulaire (de centre à l'origine des coordonnées r, @): 
nous chercherons la fonction des contraintes sous la forme 


= XOHAM, AB = F(r) + F (r) cos 29. 
L'intégrale indépendante de q de l'équation biharmonique a la forme 
f({)=arinr+br+clnr, 
<t on a dans l'intégrale proportionnelle à cos 2p: 
F(r)=dr+en+ À. 

Les constantes figurant ci-dessus sont déterminées par les conditions ofk = 0 
pour r = © ct Or = Org = 0 pour r = R. On obtient finalement: 

= Te —]n r+ (4 Te cos | ; 


avec pour la distribution des contraintes: 
3R? 
7 ) 08 2 |, 


T r° 
{ Grr 5 (Gi-T [1+(41- 
2R? 3R4 


: T R? 3R1 ; TF ; 
507 [1455 (1+ cos2y |, G= 5 | 14 sin 29. 


=. 


7 En particulier, à la frontière du trou 059 = T (1—2 cos 2), et pour 


p= + ua on à Cpp — 37, ce qui montre que cette contrainte est trois fois 


plus forte qu’à l'infini (cf. prob. 12, $ 7). 


$ 14. Flexion forte des plaques 


La théorie de la flexion des plaques minces exposée aux 
$ 11, 12 et 13 ne s'applique qu'aux flexions suffisamment faibles. 
Anticipant, indiquons dès à présent que la condition d’application 
de cette théorie est que le déplacement Ë soit petit en comparaison 
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de l'épaisseur k de la plaque. Nous nous proposons maintenant 
de déduire les équations d'équilibre d’une plaque fortement courbée. 
Le déplacement € n'est plus désormais supposé petit devant k. 
Mais soulignons, toutefois, qu'ici encore la déformation elle-même 
doit être petite, en ce sens que le tenseur de déformation doit être 
petit. C’est exiger pratiquement que & € !, donc que le déplacement 
de flexion doit être petit à l’égard des dimensions / de la plaque. 

La flexion d’une plaque est habituellement accompagnée d’un 
allongement général !. Si la flexion est faible, on pourra ignorer 
cet allongement. Mais si elle est importante, force sera de le prendre 
en considération; il est donc bien évident qu'aucune « surface 
neutre» ne pourra exister dans une plaque fortement déformée. 
L'allongement de flexion est une particularité spécifique des pla- 
ques, les distinguant des barres minces, qui peuvent être fortement 
courbées sans allongement général. Cette propriété des plaques est 
de nature purement géométrique. Envisageons, par exemple, une 
plaque plane circulaire déformée en calotte sphérique. Si la défor- 
mation n'’affecte pas la longueur de la circonférence, le diamètre 
doit s’allonger. Mais si le diamètre reste le même, la circonférence 
devra se contracter. 

L'énergie (11,6) calculée au $ 11, qu'il est loisible d'appeler 
énergie de flexion pure, ne représente que la partie de l'énergie 
totale due à la non-uniformité de la traction et de la compression 
dans l'épaisseur de la plaque en l’absence d'allongement général 
quel qu’il soit. Outre cette énergie, l'énergie totale contient encore 
la partie due précisément à cet allongement général; on pourra 
l’appeler énergie d'allongement. 

Les déformations de flexion pure et de traction pure ont été 
envisagées aux $$ 11, 12 et 13, ce qui nous permet d'utiliser direc- 
tement les résultats alors déduits. En outre, point n'est besoin 
d'examiner la structure de la plaque dans son épaisseur, et on pourra 
d'emblée l’assimiler à une surface à deux dimensions, dénuée 
d'épaisseur. 

Nous déduirons au préalable l'expression du tenseur de défor- 
mation déterminant la traction de la plaque (considérée comme 
surface) soumise simultanément à une flexion et à une traction 
dans son plan. Soit u le vecteur déplacement à deux dimensions 
{de composantes u,, u,) en traction pure; 6 désigne comme avant 
le déplacement transversal de flexion. Alors, l'élément de longueur 
dl = dr° + dy? de la plaque non déformée devient après défor- 
mation dl’, de carré 


di? = (dx + du)? + (dy + du,)? + dés. 


1 Excepté, par exemple, la déformation cylindrique d’une plaque plane. 
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Ecrivant ici du, — Ps dr+ 2e dy et de même pour du, et dé, on 


obtient en nécilssant 1e nn d'ordre supérieur 
dl'?= di? + 2Uep dTa dxp, 
avec pour définition du tenseur de déformation à deux dimensions 


LE + (e+ up 41 @& ôt 
Ôzg dze 2 Ôta 028 


(14,1) 


(Nous désignerons dans ce paragraphe et dans les suivants par des 
lettres grecques les indices qui ne parcourent que deux valeurs z 
et y; ici encore il y aura sommation sur deux indices qui se répè- 
tent.) Les termes quadratiques par rapport aux dérivées de u, ont 
été omis ici, mais on ne pourra certes pas agir ainsi avec les déri- 
vées de &, puisqu'il n'existe pas de termes linéaires par rapport 
à ces dérivées. 

Le tenseur des contraintes 6,8 lié à la traction de la plaque est 
défini par les formules (13,2), dans lesquelles u,8 sera remplacé 
par le tenseur total de déformation (14,1). L'énergie de flexion 


pure est définie par la formule (11,6), que nous conviendrons d’écrire 
sous la forme 


| WG) ax dy, 


où Y, (&) désigne toute l'expression figurant sous l'intégrale (11,6). 
En ce qui concerne l’énergie de traction rapportée à l'unité de 
volume de la plaque, elle vaut, en vertu des formules générales, 


“#78, L'énergie par unité de surface s’en déduit par multiplication 


_- h, de sorte que l'énergie totale de traction peut s’écrire sous la 
forme 


| Ya (es) df, 
avec 
D Von h e. (14,2) 


De la sorte, l'énergie libre totale d'une plaque fortement courbée est 
Fai= | (F1) + Ya (uas)] df. (14,3) 


Avant d'aborder la déduction des équations d’équilibre, évaluons 
les deux parties de l'énergie. Les dérivées premières de & sont de 


l’ordre de z , L'représentant les dimensions de la plaque, et les déri- 


vées secondes de l'ordre de £. Ceci étant, (11,6) montre que 
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Y, = Er . Par ailleurs, l’ordre de grandeur du tenseur u,g étant 


É ,onaÿ — Eh®.. La comparaison de ces deux expressions montre 


que l’omission de W, dans la théorie approchée de la flexion des 
plaques n'est légitime que si &? & h?. 

La condition de minimum de l'énergie est ÔF + ÔU — 0, U 
étant l'énergie potentielle dans le champ des forces extérieures. 
Nous supposerons loisible de négliger l'effet des forces de traction 
extérieures, s'il en est, devant les forces de flexion. (Ceci est toujours 
permis si les forces de traction ne sont pas trop importantes, car 
une plaque mince se prête plus facilement à la flexion qu’à la trac- 
tion.) On obtient alors pour ôU la même expression qu'au $ 12: 


SU = — \ PÔE df, 
P étant la force extérieure rapportée à l'unité de surface de la plaque. 
La variation de l'intégrale \ W, df a déjà été calculée au 8 12: 


hSE - 


Nous n'’écrivons pas ici les intégrales de contour figurant dans 
(12,3), étant donné qu'elles définissent non pas l’équation d'équilibre 
elle-même, mais seulement les conditions aux limites associées, 
en l’occurrence sans intérêt. 


Calculons enfin la variation de \ Wa: df. La variation dans cette 


intégrale doit porter aussi bien sur les composantes de u que sur ë. 
On a: 


8 \w dj=\ 
Les dérivées de l'énergie libre de l'unité de volume par rapport 
à uag étant égales à os, on a ne = ho;g. Remplaçant également 
œ 
up par son expression (14,1), on obtient 
8 | Y:df=h | ocsôues df = 


= | Cas { dzp cé EPA Te Ôra 026 |‘ Ôta 028 } af, 


0Y2 
da das df. 


ou, CA étant symétrique : 


6 [van f ou (Ed 
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Intégrant à présent par parties, il vient: 


ë | waf= 2 | [5 bat (0 Ces) ôt | dj. 


Ici encore nous n'’écrirons pas les intégrales sur le contour de la 
plaque. 
Regroupant toutes les expressions déduites, on a: 


SF + ôU = 


= {[ F5 eh êzg a (Ges 7 Ôte 7e) Pr] &- La ua } df=0. 


Pour que cette relation soit identiquement vérifiée, les coefficients 
de O6 et de ôu, doivent être nuls séparément. De sorte qu’on obtient 
le système d'équations: 


hSE se 
12 (1— 0?) AÈ Us ôzp À (0a8 = )= P, (14,4) 
Cap 
De (14,5) 


Les fonctions inconnues figurant dans ce système sont au nombre. 
de trois : les deux composantes u,, u, de u et le déplacement trans- 
versal Ë. Sa solution définit simultanément la forme de la plaque 
déformée [la fonction € (x, y)] ainsi que la traction. Les équations. 
(14,4) et (14,5) se simplifient quelque peu moyennant l'introduction 
de la fonction %, liée à o.8 par les relations (13,7). Après substitu- 
ee : (13,7), l'équation (14,4) devient 


ox 9 , 9x 22 024 
AM — h "og ôr® + Ôx® ôy? —2 0x dy mn E )= P. (14, 6} 


12 a 


_ équations (14,5), elles, sont automatiquement vérifiées par les. 
is ct (13,7). En conséquence, il faudra établir encore une- 

éq ation, qui le sera par élimination de u, des relations (13,7) et (13,2). 

‘Pour ce faire, nous procéderons comme suit. Exprimons ueg au 

moyen de 648. On déduit de (13,2) : 

. 

u Lo — 00yy) u Sa — O0xx) DST 
XX TE xx yup) WT TE Uu xx)» UT TE xye 


Remplaçant ici les u,g par leur expression (14,1) et les og par 
leurs expressions (13,7), il vient: 


Se+r(E)- Fe). 
+ +3 (5E)- LS . 


de duy  dÙ 8 ___ 2(1+0) 0% 
= + mn jun NEO TRE, 
dy "0x y E ôx dy 
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| a . &_ ; 
Appliquons gs à la première égalité, 33 à la seconde, 305 à la 


troisième, ajoutons les deux premières entre elles et retranchons 
la troisième. Ceci fait, les termes contenant u, et u, se réduisent 
mutuellement, et on obtient l'équation 


Les équations (14,6) et (14,7) constituent le système complet des 
équations des plaques minces en flexion forte (4. Foppl, 1907). 
Ces équations sont très complexes et ne peuvent être résolues exacte- 
ment même dans les cas les plus simples. Notons qu’elles sont non 
linéaires. 

Mentionnons succinctement le cas particulier de la déformation 
des membranes. On appelle ainsi une plaque mince fortement tendue 
par des forces appliquées à ses bords. On peut alors négliger les 
tensions longitudinales supplémentaires dues à la flexion de la 
plaque, et considérer en conséquence que les composantes du tenseur 
64 sont simplement égales aux contraintes de traction extérieures 
constantes. On peut maintenant négliger dans (14,4) le premier 
terme par rapport au second, et on obtient l'équation d'équilibre : 


0? 
ROag At P=0 (14,8) 


de condition à la limite 6 — 0 sur le contour défini par le bord de 
la membrane. Cette équation est linéaire. Particulièrement simple 
est le cas où la traction est isotrope, c’est-à-dire la même dans 
toutes les directions. Soit T la valeur absolue de la force de traction 
appliquée au bord de la plaque, rapportée à l'unité de longueur 
du bord. Alors, ho:8 — Tôcg et on obtient l'équation d'équilibre 
sous la forme 


TAï+P=0. (14,9) 


Problèmes 


1. Déterminer le déplacement de flexion d'une plaque en fonction de la 
force, la flexion étant supposée si forte que & © kh. 
Solution. L'évaluation des termes de l'équation (14,7) montre que 
x — Et?. Pour & > k le premier terme dans (14,6) est petit devant le second, 
, hDY EhE3 
d'ordre de grandeur He “A 
Comparant avec la force extérieure P, il vient: 


WP \Nl/s 
(5) 


Ceci montre, notamment, que & est en raison de la racine cubique de la force. 


({ représente les dimensions de la plaque). 


80 ÉQUILIBRE DES BARRES ET DES PLAQUES 


2. Déterminer la déformation d’une membrane circulaire (de rayon R) 
en position horizontale dans le champ de la pesanteur. 
Solution. On a P = pgh; en coordonnées polaires (14,9) devient 


_— (r 2) = —2. La solution finie pour r — 0 et satisfaisant à la condi- 
tion & = 0 pour r = R est 


PE ope__ 2 
L= AT (R r?). 


$ 15. Déformation des enveloppes 


Quand nous disions jusqu’à présent déformation de plaques 
minces, nous supposions toujours la plaque plane à l’état non défor- 
mé. Or, les déformations des plaques qui sont courbes à l’état naturel 
(on les appelle enveloppes) accusent des propriétés qui les différen- 
cient foncièrement des déformations des plaques planes. 

La traction qui accompagne la flexion d’une plaque plane est 
un effet du second ordre par rapport au déplacement de flexion. 
Ceci s'exprime, par exemple, dans le fait que le tenseur de défor- 
mation (14,1) définissant une telle traction est quadratique en £. 
Mais il en va tout autrement dans le cas de la déformation des enve- 
loppes : la traction est ici un effet du premier ordre et joue en con- 
séquence un rôle majeur même si la flexion est faible. Cette pro- 
priété est évidente si l’on considère l’exemple le plus simple de la 
traction uniforme d'une enveloppe sphérique. Si tous ses points 
subissent un même déplacement radial &, l'accroissement de la 
longueur de l'équateur est 216. L'allongement relatif étant 52e _ z ; 
le tenseur de déformation est proportionnel à la première puissance 
de &. Cet effet s'annule lorsque À — co, c'est-à-dire lorsque la 
courbure tend vers zéro, ce qui prouve que c’est là une propriété 
spécifique liée à la courbure de l'enveloppe. 

+ Soit R l'ordre de grandeur du rayon de courbure de l'enveloppe, 
coïncidant habituellement avec l'ordre de grandeur des dimensions 
_de cette dernière. Alors, le tenseur de la déformation de traction 


accompagnant la flexion est de l’ordre de , le tenseur des contraintes 
correspondant est —E £; d’après (14,2), l'énergie de déformation 
(rapportée à l'unité de surface) est de l’ordre de Eh (G) . L'énergie 
de flexion pure est comme auparavant de l’ordre de Eh EL . Le 


rapport de la première à la seconde étant de l’ordre de CE) , On 


voit qu'il est très grand. Soulignons qu'il en est ainsi indépendam- 
ment du lien entre la grandeur de la flexion 6 et l'épaisseur k, alors 


DÉFORMATION DES ENVELOPPES 81 


que pour les plaques planes en flexion la traction n'entrait en scène 
que pour & — h. 

On a dans certains cas un type particulier de flexion d’enveloppes, 
sans aucune traction. 11 en est ainsi d’une enveloppe cylindrique 
(dont les deux bouts sont ouverts), qui peut être déformée sans 
traction si toutes les génératrices restent parallèles entre elles 
pendant la flexion (l'enveloppe étant en quelque sorte comprimée 
le long d’une génératrice). De telles déformations sans traction 
sont géométriquement possibles si l'enveloppe possède des bords 
libres (c'est-à-dire si elle n’est pas fermée), ou bien, lorsqu'elle 
est fermée, si le signe de la courbure est différent en différents 
points. Ainsi, une surface sphérique fermée ne peut être déformée 
sans traction ; mais si elle comporte un trou (dont les bords ne sont 
pas maintenus), ces déformations sont réalisables. L'énergie de 
flexion pure étant petite par rapport à l’énergie de traction, il est 
clair que si une enveloppe donnée admet des déformations sans 
traction, ce sont précisément des déformations de ce genre qui 
seront en général réalisées lorsque cette enveloppe sera soumise 
à des forces extérieures quelconques. L'exigence qu’une flexion 
s’opère sans traction impose des restrictions essentielles aux dépla- 
cements u, possibles. Ces conditions sont purement géométriques 
et peuvent être exprimées sous forme d'équations différentielles 
devant être contenues dans le système complet d'équations d'équilibre 
de telles déformations. Nous passerons sur cette question. 

Mais si la déformation de l'enveloppe a lieu avec traction, les 
contraintes de traction sont généralement grandes vis-à-vis des 
contraintes de flexion, qui peuvent être négligées (la théorie cor- 
respondante des enveloppes est dite de membrane). 

L'énergie de traction de l'enveloppe peut être calculée par 
l'intégrale 
Fn=+ \ UopOas df, (15,1) 
étendue à sa surface. Ici ues (&, B — 1, 2) est le tenseur de défor- 
mation à deux dimensions en coordonnées curvilignes appropriées, 
et le tenseur des contraintes o,$ est lié à u,g par les formules (13,2), 
qui peuvent s’écrire en notations tensorielles bidimensionnelles : 


Gas = 7 (1— 6) Uap + Cdasuy;:] (15,2) 


Le cas où l'enveloppe est soumise à l’action de forces concentrées 
transversales exige une étude particulière. Telles peuvent être, 
notamment, les forces de réaction avec lesquelles les appuis agissent 
sur l'enveloppe aux points (ou le long des lignes) de fixation. Les 
forces concentrées déforment l'enveloppe dans une petite région 
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autour de leurs points d’application. Soit d l’ordre de grandeur de 
cette région (d’aire — d°) pour la force f appliquée en un point. 
Comme la flexion & varie fortement sur la distance d, l'énergie de 


flexion (par unité d’aire) sera de l’ordre de ER, et l'énergie de 


flexion totale (sur la surface — ©) de l’ordre de Eh Le tenseur 
(s 


de déformation de traction est toujours Qu et l'énegrie totale 


2 
de la traction due à la force concentrée — Eh E æ. L'énergie de 


flexion croissant et l'énergie de traction décroissant lorsque d 
décroît, il est clair qu’on devra tenir compte de ces deux énergies 
lorsqu'on déterminera la déformation au voisinage du point d’appli- 
cation des forces concentrées. En ce qui concerne son ordre de gran- 
deur d, la région infléchie se déduit de la condition de minimum 
de la somme de ces deux énergies; on a 


Alors, l'énergie — Eh°{'/R. Variant cette énergie par rapport 
à 6 et égalant au travail de la force f, on trouve la grandeur de la 
flèche 6 — fR/ER?. 

Cependant, si les forces agissant sur l'enveloppe sont suffisam- 
ment grandes, sa forme pourra notablement varier par suite d'effets 
de flambage. La détermination de la déformation en fonction des 
charges appliquées exige dans ce cas spécifique une étude parti- 
culière !. 

Soit donc une enveloppe convexe (dont les bords sont maintenus 
de façon à assurer l'indéformabilité géométrique globale) soumise 
à l'action d'une grande force concentrée f dirigée suivant la normale 
intérieure à la surface. Nous supposerons pour la simplicité que 
l'enveloppe est un morceau de sphère de rayon À. La région dé- 
formée sera une calotte sphérique quasi symétrique de la forme 
initiale (la fig. 9 représente la coupe méridienne de l'enveloppe). 
Le problème consiste à déterminer les dimensions de la déformation 
en fonction de la force. 

La majeure partie de l'énergie élastique est limitée dans une 
bande étroite au voisinage du bord de la région du flambage, là 
où la flexion de l'enveloppe est relativement importante (nous 
l’appellerons bande de flexion et désignerons sa largeur par d). 
Evaluons cette énergie, supposant le rayon de la calotte r & R: 


! Les résultats exposés ci-après appartiennent à A. Pogorélov (1960). On 
trouvera une an2lyse plus exacte de cette question, ainsi que d’autres problè- 
mes analagues, dans son livre: e Théorie des enveloppes en défrrmations trans- 
critiques », 1965 (édition russe). 
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alors l'angle œ < 1 (cf. fig. 9). Dans ces conditions, r — 
= R sin a = Ra, et la flèche est H — 2R (1 — cos «) — Raï. Dési- 
gnons par & le déplacement des points de l’enveloppe dans la bande 
de flexion. Exactement comme on l’a fait ci-dessus, on trouve que 


= 


Fig. 9 


l'énergie de flexion le long du méridien et de traction le long du 
parallèle ? par cm? de surface ont respectivement pour ordre de 
grandeur ‘ | 

EE et Eh. 
L'ordre de grandeur du déplacement & se détermine dans le cas 
envisagé géométriquement: la direction du méridien varie sur la 
distance d de l'angle &, et on a & — ad = rd/R. Multipliant éga- 
lement par l’aire de la bande de flexion (-— rd), on obtient les 
énergies 
h3r3 hd3rs 


tE 


Era RER e 


On déduit de nouveau de la condition de minimum de leur somme 
d=VRR, l'énergie élastique totale étant — Er{h/R}:, ou 


1 En première approximation, la courbure de l'enveloppe n'affecte pas 
ia flexion suivant le méridien, si bien que, comme ponr la flexion cylindrique 
d'une plaque plane, il n’y a pas allongement général suivant le méridien.’ : ’ 
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autrement 1: 
3/2 
const. Eh À : (15,4) 


Il a été supposé dans cette déduction que d < r; ceci étant, la 
formule (15,4) est vraie sous la condition © 


FE «1. (15,5) 


On obtient la dépendance cherchée entre la flèche H et la force 
appliquée f en égalant f à la dérivée de l'énergie (15,4) par rapport 
à H. On trouve de la sorte: 


f°R? Her 
Hole. (15,6) 


Notons que cette relation est non linéaire. 

Enfin, supposons que la déformation (le flambage) de l’enve- 
loppe résulte d’une pression extérieure uniforme p. Le travail des 
forces extérieures est alors pAV, où AV — Hr? — H®R est la varia- 
tion du volume délimité par l'enveloppe par suite du flambage. 
Annulant la dérivée de l'énergie libre totale par rapport à H [de 
la différence de l'énergie élastique (15,4) et de ce travail], il vient: 


RSE? 
Her: (15,7) 


Le caractère inverse de cette dépendance (X croît lorsque p décroît) 
indique que l’état de flambage est dans ce cas instable. La valeur 
de À définie par la formule (15,7) correspond à un équilibre instable 
pour la valeur donnée de p: le flambage augmente spontanément 
au-delà de cette valeur de 77, il diminue en deça [on vérifie aisément 
que (15,7) répond à un maximum, et non à un minimum de l'énergie 
Kbre totale]. Il existe une valeur critique de la charge extérieure 
P = Perit au-delà de laquelle des variations tant soit peu petites 
_de la forme de l'enveloppe vont en s’amplifiant. On peut l'évaluer 


1 Un calcul plus précis donne pour le coefficient constant la valeur const = 
= 1,2(1 — o2)%4, 

3 Par suite du flambage, les couches externes de la calotte sphérique devien- 
nent des couches internes et se compriment de ce fait, les couches internes devien- 
nent externes et se distendent. La traction (ou compression) relative —h/R, 
de sorte que l'énergie totale qui en résulte dans la région du flambage est 


2 
—E (+) hr. 


Sous la condition (15,5), elle est effectivement petite devant l'énergie dans la 
bande de flexion (15,4). 
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comme la valeur de p pour laquelle la formule (15,7) donne H — h: 
2 
Perit — EX : (15,8) 


Nous nous limiterons à cet aperçu de la théorie des enveloppes 
et aux exemples simples qui suivent. | 


Problèmes 


1. Déduire les équations d'équilibre d’une enveloppe sphérique (de rayon R) 
déformée symétriquement par rapport à un axe passant par son centre. 

Solution. Nous définirons les points de l'enveloppe par les angles 8, 
@ d’un système de coordonnées sphériques d'origine au centre de la sphère 
et d'axe polaire confondu avec l'axe de symétrie de l'enveloppe déformée. 

Soit P, la force radiale extérieure rapportée à l'unité d'aire de l'enveloppe. 
Cette force doit être en tirs par la résultante radiale des forces de contraintes 
intérieures agissant sur l'élément d'enveloppe tangentiellement. La condition 
correspondante stipule: 


+ (099 + 00) = Pre (1) 


Cette équation est tout à fait analogue à l'équation de Laplace déterminant 
la différence de pression de deux milieux liée à la tension superficielle agissant 
dans la surface de séparation de ces milieux. 

Soit ensuite Q- (8) la résultante suivant l'axe polaire (axe des z) de toutes 
les forces extérieures agissant sur la partie de l'enveloppe située au-dessus du 
cercle parallèle 6—const. Cette force doit être compensée par la projection sur 
l'axe des z des contraintes 2n1R sin 6h04 agissant sur la section 2x1RA sin 0 
de l'enveloppe suivant ledit cercle. On en déduit 


2x Rh sin? 8080 = Q, (6). (2) 


Les équations (1) et (2) déterminent la distribution des contraintes, puis 
le tenseur de déformation est donné par les formules 


1 1 
Ugo 5 (080 —00ç), Up = (Op — 0088), ugg = 0, (3) 
et le vecteur déplacement par les équations 


90 = (+). ge = 77 (ue ctg + u,). (4) 


2. Déterminer la déformation sous l'effet de son propre poids d’une enve- 
1oppe hémisphérique bombée vers le haut ; les bords de la coupole peuvent se 
déplacer librement sur l'appui horizontal (fig. 10). 

Solution. On a 

P;=—pghcos0. 
Q:= —2nR®°(1— cos 0) p gh 


(@- est le poids total de l'enveloppe au-dessus du cercle 6—const). On déduit 
de (1) et (2); : 
= —_—ÀP8 
EL 1+cos8 ? 


1 
Orr = Rpg (se o) . 
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On calcule up et u96 d'après les formules (3), puis ug et u, d’après les équations 
(4) [on prend la constante d'intégration de la première équation (4) de sorte 
que ug = 0 pour 6 = 1/2]. On obtient finalement : 


_ Rpg(1+ 0) cos 0 
"ris Æ [ 1 cos Ü 


_ R'pg (1+0) [1 2+0 
E 1+0 


+- In (1+-cos o] sin 6, 
u, cos 6 — cos 0 In (+ c0s 0) | : 


La valeur de u, pour 6 — + donne le déplacement horizontal de l'appui. 


Fig. 40 Fig. 11 


3. Déterminer la déformation d'une enveloppe hémisphérique de bords 


maintenus, la coupole étant dirigée vers le bas et remplie de liquide (fig. 11); 
on pote négliger IL poids de l'enveloppe par rapport à celui du liquide. 
olution.Ona 


P,=p0ogR cos0, Po=0, 
8 
9 nn 
Q.=22R? \ P; cos D sin 0 40 2 PE (1 —cos3 6) 


(Po est la densité du liquide). Puis, on trouve d'après les formules (1) et (2): 


| ce R?pog 1—cos3 0 _ R?pog (—1+3 cos 0 —2 cosë 0) 
0 3R sin "PP BR sin 0 


_0p obtient pour les déplacements: 


ug= — 008 AT) sin 0 LR in +0050)] À 


3ER 
__ Räpog (1 +0) _ y. 3cos0 
RER — cos 6 In (1 +cos 0) —1 ÈS + 


Lorsque = + u, reste fini, alors qu'il devrait s'annuler. Cela signifie 


qu'en réalité la flexion de l'enveloppe est si forte au voisinage de la ligne de 
fixation que la solution obtenue n'est plus applicable. 

4. Une enveloppe en forme de calotte sphérique repose par ses bords libres 
sur un appui immobile (fig. 12). Déterminer la flèche résultant du poids propre 
de l'enveloppe Q. 
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Solution. La déformation se produit essentiellement au voisinage des 
bords, qui se redressent latéralement (pointillé de la fig. 12). Alors, le dépla- 
cement ug est petit devant le déplacement radial u, = &. Comme £ décroît 
rapidement A on s'éloigne de Îa ligne d’appui, on peut assimiler la défor- 
mation à celle d'une plaque plane longue (de longueur 21R sin @). Cette défor- 
mation comprend une flexion et une traction de la plaque. L'allongement 


Fig. 12 


relatif de la plaque en chaque point est &/R (R étant le rayon de l'enveloppe) ; 


en conséquence, l'énergie de traction (par unité de volume) est -—?- . Introdui- 


sant en qualité de variable indépendante la distance x à la ligne d'appui, il 
vient pour l'énergie totale de traction 


Fin=2xRsina _s \ 5° dz. 
L'énergie de flexion, elle, vaut 


Fopi == 2x8 sin a 


3 2 2 
hSE \ dt ge 


24 (1 — 0°) dr? 
Variant la somme Fn = Fapi + Fopi par rapport à &, on obtient l'équation 


dit | 12(41— 0°) 


dr LE k2R? Geo 


Lorsque x —+ ©, & doit tendre vers zéro, et lorsque x — Ü doivent être véri- 

fiées les conditions aux limites de nullité du moment des forces: &” — 0, ainsi 

que l'égalité de la force normale à la surface de l'enveloppe développée lors 
e la flexion et de la composante de la force de pesanteur: 


: RE 
» ——_——— [ur — 
2aR sin a 5 (1—69 &”=Q cos a. 
La solution satisfaisant à ces conditions est 


G= Ae TT ços xz, 


_f[ 3(—0o?) 11/4 PE Qctga f 3R?(1—0°) 11/4 
LE [ ] À Eh [ 7 Br | ù 
La flèche est 


d = & (0) cos a = 4 cos a. 
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$ 16. Torsion des barres 


Venons-en à l'étude des déformations des barres minces. Ce cas 
se distingue de tous ceux envisagés jusqu’à présent par le fait que 
le vecteur déplacement u peut être grand même si la déformation 
est faible, c’est-à-dire si le tenseur u;: est petit !. Ainsi, lorsqu'on 
courbe un peu une barre mince et longue, ses bouts peuvent se dépla- 
cer considérablement dans l’espace, même si les déplacements rela- 
tifs de points voisins dans la barre sont petits. 

Il existe deux types de déformation d’une barre susceptibles 
d’un grand déplacement de ses diverses parties: la flexion et la 
torsion. Nous envisagerons pour commencer cette dernière. 

La torsion est une déformation telle que, la barre restant droite, 
chaque section transversale tourne d’un certain angle relativement 
aux sections subjacentes. Si la barre est longue, il suffit d'une faible 
torsion pour que des sections suffisamment éloignées l’une de l’autre 
tournent d’un angle important. Les génératrices de la surface laté- 
rale de la barre, parallèles à son axe, deviennent par torsion des 
hélices. 

Soit une barre mince rectiligne de section arbitraire. Prenons 
un système de coordonnées d’axe des z confondu avec celui de la 
barre et d’origine en un point intérieur quelconque. Définissons 
l'angle de torsion + comme l’angle de rotation rapporté à l'unité de 
longueur. C’est dire que deux sections transversales infiniment voi- 
sines distantes de dz tournent l’une par rapport à l’autre de l'angle 


d=71dz { de sorte que t — a) . La déformation de torsion elle-mé- 


me, savoir le déplacement relatif des parties voisines, est supposée 
petite. Il en est ainsi lorsque la rotation relative de sections sépa- 
rées par une distance de l’ordre des dimensions transversales R de 
la barre est petite: 


R TR € 1. (16,1) 

Considérons un petit tronçon de la barre au voisinage de l’origine 
et-déterminons les déplacements u dans cette région. Prenons pour 
section non déplacée celle coïncidant avec le plan de coordonnées x, y. 
On sait que lorsque le rayon vecteur r tourne d’un petit angle Ôg 
le déplacement de son extrémité est donné par la formule 


Ôr—ôpxr, (16,2) 
ôœ étant un vecteur de valeur absolue égale à l'angle de rotation 
et dirigé suivant l’axe de rotation. Dans notre cas la rotation s'opère 


1 Seule fait exception la traction simple sans altération de la forme: lorsque 
la traction est faible, le vecteur u est toujours petit en même temps que wx. 


TORSION DES BARRES 89 


autour de l'axe des z, et les points de coordonnée z tournent par 
rapport au plan x, y de l'angle tz (l’angle + dans le voisinage de l’ori- 
gine peut être considéré comme constant). La formule (16,2) donne 
à présent pour les composantes u,, u, du vecteur déplacement 


Ux = —TZy, Uy=T2Z. (16,3) 


Au cours de la torsion les points de la barre se déplacent aussi, 
en général, le long de l’axe des z. Ce déplacement étant nul pour 
T = 0, on peut poser qu’il est en raison de + lorsque ce dernier est 
petit. De la sorte, 


uz= Th (z, y), (16,4) 


Ÿ (zx, y) étant une certaine fonction de x et y, dite fonction de tor- 
sion. Par suite de la déformation décrite par les formules (16,3) 
et (16,4), chaque section transversale tourne autour de l’axe des z 
et se courbe en même temps, cessant d’être plane. Il est à noter que, 
ayant choisi d’une manière déterminée l’origine dans le plan x, y, 
nous avons par là « fixé » un point de la section de sorte qu'il ne 
puisse se déplacer dans ce plan (bien qu'il se déplace suivant l’axe 
des 2): il est bien entendu que le changement d’origine des coordon- 
nées n'affecterait en rien la déformation de torsion, se traduisant 
par une translation de la barre sans importance. 

Connaïssant u, on peut trouver les composantes du tenseur 
de déformation. Comme u est petit dans la région considérée, on 


À 1 / du u 
pourra se servir de la formule ui, =- ( = + ur . On trouve en 
2 EETS Ho 
définitive : 
Uxx = Uyy = Uxy =; = 0, 


Ur = y), Mer (+z). (16,5) 


Notons que u,, = 0 ; en d’autres termes, la torsion s'opère sans varia- 
tion de volume, c 'est-à-dire que c’est une déformation de glissement 
pur. 

On trouve pour les composantes du tenseur des contraintes: 


= Oyy = Oz: = Oxy =0, 
Oxz = 2UUyz = UT y), Oyz = 2UUy; =UT (& 2 +2) (16,6) 
(il est plus commode ici de se servir du module de glissement pu au 


lieu de £ et 0). Seules 6,: et 6,: étant non nulles, les équations 


générales d’ équilibre == ik _ O se réduisent à l’ équation 
Tr 


De. D 


=0. (16,7) 


+ 
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Substituant ici (16,6), on trouve que la fonction de torsion doit 
vérifier l'équation 
Aÿ=0, (16,8) 


À étant l'opérateur de Laplace bidimensionnel. 
Cependant, il y aura quelque intérêt à se servir d’une autre fonc- 
tion auxiliaire, x (x, y), définie par les égalités: 


Q à 
Oxz — 2ur 2E CA Oyz = —2uUT + ; (16,9) 
on obtient pour cette fonction des conditions aux limites plus commo- 
des sur le contour de la section de la barre (voir ci-dessous). Rappro- 
chant (16,9) de (16,6), il vient: 


op _ ax db _ ox 
Dérivant la première égalité par rapport à y, la seconde par rapport 
à x et retranchant l’une de l’autre, on obtient pour x l'équation 
suivante : 

Ay=— —1. (16,11) 


Pour déterminer les conditions aux limites sur la surface de la 
barre, nous remarquerons que, la barre étant mince, les forces exté- 
rieures agissant sur sa surface latérale sont petites à l'égard des con- 
traintes internes, et pourront être considérées comme nulles (dans 
la recherche des conditions aux limites). Cette circonstance est 
identique à celle qui s'était présentée lors de l'étude de la flexion 
des plaques minces. Ainsi donc, on doit avoir sur la surface latérale 
de la barre o;zn, = 0; l'axe des z étant confondu avec celui de la 
barre, la normale n n'a que les composantes n,, n,, et l'équation 
écrite se réduit à la condition 


! Oraltz + Oryly = Ù. 
Substituant (16,9) dans cette égalité, on obtient: 
Cr XX, — 
ee” ap ee lu = 0. 


Or, les composantes de la normale au contour plan (au contour 


de la section de la barre) sont nr; = — sy » y = : , Où x, y sont 
les coordonnées des points du contour, et d! l'élément d'arc. On 
obtient de la sorte: 


ox Rs qe à 


soit 4;=const, c'est-à-dire que la fonction y est constante sur le con- 
tour de la section. Puisque seules les dérivées de x figurent dans 
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la définition (16,9), on peut évidemment ajouter une constante 
arbitraire à cette fonction. Si le contour de la section est simple- 
ment connexe, on pourra donc, sans nuire à la généralité, y prendre 
pour condition à la limite de l'équation (16,11) ! 


x=0. (16,12) 


Mais si le contour est multiplement connexe, Y% aura différentes 
valeurs constantes sur chacune des courbes fermées du contour. 
Dès lors, 4 ne pourra être prise nulle que sur une seule de ces courbes, 
par exemple sur le contour extérieur (C, sur la fig. 13). Les valeurs 


Fig. 13 


de x sur les autres parties du contour sont alors définies par une 
condition résultant de ce que le déplacement u,= tÿ (x, y) est une 
fonction uniforme des coordonnées. A savoir, la fonction de torsion 
Ÿ (x, y) étant uniforme, l'intégrale de sa différentielle dÿ sur un 
TT fermé doit être nulle. Ceci étant, on déduit des relations 
(16,10) 


fay=f (ar+ dy) £ 


= 24 (2% ay—<L dr) —2 6 (x dy—ydr) = 0. 
ou 


Q 


1 Le problème de la détermination de la déformation de torsion d'après 
l'équation (16,11) avec pour condition à la limite (16,12) coïncide formellement 
avec le problème de la détermination du déplacement de flexion d’une membrane 
plane uniformément chargée d'après l'équation (14,9). 

Il est aussi utile de noter l'analogie hydrodynamique: la distribution des 
vitesses v(x, y) d’un fluide visqueux dans la section d’un tube est définie 

ar une équation de la forme (16,11) ; à la condition à la limite (16,12) correspond 
ï San re v = 0 sur les parois immobiles du tube (cf. « Mécanique des flui- 
es », : 
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2 étant la dérivée de y suivant la normale extérieure au contour, 


et S l'aire délimitée par ce contour. Appliquant (16,13) à chacune 
des courbes fermées C1, C2, . . ., on obtient les conditions cherchées. 

Trouvons l'énergie libre de la barre tordue. On a pour l'énergie 
de l'unité de volume: 


OfRUIR 
F= D Oxzlxz + Oyrly: = _. (0Ëz + (0 R 


soit, après avoir substitué (16,9): 


ATOPOIEL 


V désignant le gradient bidimensionnel. On en déduit l'énergie de 
torsion rapportée à l'unité de longueur de la barre en intégrant 


sur l'aire de la section transversale ; elle s’écrit she , le coefficient 
C, égal à 
C=in | (Pa af, 


s'appelle rigidité de torsion de la barre. L'énergie élastique totale 
de la barre est égale à l’intégrale 


Frar = + \ Cr dz, (16,14) 


prise sur sa longueur. 
Ecrivant 


(VX) = V (x VX) —xAx = V (x VX) + x 


et transformant l'intégrale du premier terme en intégrale sur le 
contour de la section de la barre, il vient: 


C=au $ x #2 dl+ au \ x df. (16,15) 


Si-k contour est simplement connexe, le premier terme disparaît 
en vertu de la condition à la limite y = 0, et il reste 


Cu | x dx dy. (16,16) 


Si la frontière est multiplement connexe (fig. 13), posant x = 0 
sur le contour extérieur C, et désignant par y, les valeurs constantes 
de x sur les contours intérieurs C;, on obtient à l’aide de (16,13) 


Cu D xaSa +4 | x ds dy (16,17) 
k 
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{on se rappellera que lors de l’intégration du premier terme dans 
(16, 15) le contour C, est décrit dans le sens direct, et les C; en sens 
inverse]. 

Considérons le cas le plus usuel de torsion, l'un des bouts de la 
barre étant fixé, et les forces extérieures n'étant appliquées qu'à 
la surface de l’autre bout. L'effet de ces forces devra être la torsion, 
toute autre déformation étant exclue, la flexion par exemple. C'est 
dire qu'on a un couple de forces, tordant la barre autour de son axe. 
Nous désignerons par M le moment de ce couple. 

Il serait tout naturel que l'angle de torsion 7 soit alors constant 
tout le long de la barre. On pourra s’assurer qu'il en est ainsi en 
partant, par exemple, de la condition de minimum de l'énergie 
libre totale de la barre à l'équilibre. L'énergie totale de la barre 
déformée est égale à la somme Fr, + U, U étant l'énergie potentiel- 


le due à l’action des forces extérieures. Substituant +7 — æ dans 
(16,14) et variant par rapport à l’angle q, on trouve: 


+ \ CCS)" ds +0 = | CE LR 434 BU —0. 


ou, intégrant par parties, 
— À CS 69 d2+ OU + Crôp = 0. 


Le dernier terme du premier membre une fois intégré, on prendra 
la différence de ses valeurs aux bornes d’intégrations, c'est-à-dire 
aux extrémités de la barre. L'une d'elles, l'extrémité inférieure 
par exemple, est fixée de sorte que dg = 0 sur ce champ. Quant à 
la variation ÔU de l’énergie potentielle, prise avec le signe inverse, 
elle représente le travail des forces extérieures dans la rotation ô. 
Or, on sait de la mécanique que le travail d’un couple dans une 
telle rotation est égal au produit Môç de l'angle de rotation et du 
moment du couple. Comme il n’y a pas d’autres forces extérieures, 
on a donc ÔU = —Môg, et il vient: 


\ SE 6p dz + 8p (—M + Cr) = 0. (16,18) 
Dans le second terme on prend la valeur à la borne supérieure. 


La variation ôq étant arbitraire dans l'intégrale sur dz, on doit 
avoir 


soit 
T== const. (16,19) 
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Ainsi donc, l'angle de torsion est constant tout le long de la barre. 
L’angle de rotation total du champ supérieur par rapport au champ 
inférieur est donc égal tout simplement au produit t/ de l’angle + 
par la longueur ! de la barre. 

Dans l'équation (16,18) le second terme doit également dispa- 
raître. On en déduit la valeur de l’angle de torsion constant: 


si. (16,20) 


Problèmes 


1. PrTRAINeE la rigidité de torsion d’une barre de section circulaire (de 
rayon À). 

Solution. Les solutions des problèmes 1 à 4 coïncident formellement 
avec celles des problèmes du mouvement d'un liquide visqueux dans un tube 
de même section (voir le nota de la page 91) ; à la quantité Q de liquide s’écou- 
lant à travers la section du tube correspond ici C. 

On a pour une barre de section circulaire (l’origine des coordonnées est 
prise au centre de la section): 


Rigidité de torsion: 


On déduit pour la fonction + d’après (16,10) ÿ=const. Or, en vertu de (16,4), 
4 constant correspond à une translation de la barre le long de l'axe des z; on 
ourra donc poser ÿ = 0. Ainsi, les sections transversales d’une barre circu- 
aire soumise à la torsion restent planes. . 
2. Même problème pour une barre de section elliptique (de demi-axes a 
et b). 
Solution. Rigidité de torsion: 
a3b3 
CRETE 
La Bistribution des déplacements longitudinaux est donnée par la fonction 
de forsion: | 
e 2 —_ a? 
= xs 2 
= VTT AN % 
(les axes de coordonnées sont dirigés suivant les axes de l’ellipse). 
3. Même problème pour une barre dont la section est un triangle équila- 
téral (de côté a). 
.. Solution. Rigidité de torsion: 


y5 
80 


gare Vin) (VI), 


l’origine est prise au centre du triangle et l'axe des x est confondu avec l'une 
de ses hauteurs. 


C—= 


pat. 


Fonction de torsion: 
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4. Même problème pour une barre ayant la forme d'une plaque longue 
et mince (largeur d, épaisseur k € d). 

Solution. Le problème est équivalent à celui de l'écoulement d’un 
liquide visqueux entre des parois planes parallèles. Réponse: 


__Hdhs 
=—— : 
5. Même problème pour un tube cylindrique (de rayons intérieur et exté- 


rieur R, et R2). 
Solution. La fonction 


C 


1 
= (R2—7r2 
X= + (RE r?) 
(en coordonnées polaires) satisfait à la condition (16,13) sur les deux frontières 
e la section annulaire du tube. On trouve d'après la formule (16,17): 
Ri— R4 


2 


C=px 


6. Même problème pour un tube à paroi mince de section quelconque. 
Solution. La paroi du tube étant mince, on peut admettre que suivant 
son épaisseur À la fonction z varie de zéro sur une face à x, sur l’autre suivant 


la loi linéaire % = Tr (y est la coordonnée suivant l'épaisseur de la paroi). 


Alors la condition (16,13) donne HE = $, L étant le périmètre de la section 


du tube et S l'aire délimitée par le contour. Le second terme dans (16.17) étant 
petit par rapport au premier, on obtient: 


Si l'on coupe le tube suivant une génératrice, la rigidité de torsion décroît 
considérablement et devient (conformément au résultat du prob. 4) 


_uLhs 
C= HE 


$ 17. Flexion des barres 


Lorsqu'on courbe une barre, certaines de ses parties s'allongent, 
d’autres se contractent. Les lignes de la partie convexe de la barre 
s'allongent, celles de la partie concave se contractent. Comme pour 
les plaques, il y a dans la barre suivant sa longueur une surface 
« neutre » ne subissant ni traction ni compression. Elle sépare les 
régions de la compression de celles de la traction. 

Commençons par l’étude de la déformation de flexion dans un petit 
tronçon de la barre, où la flexion peut être considérée comme faible ; 
nous voulons dire par là qu'avec le tenseur de déformation doivent 
être aussi petits les déplacements absolus des points de la barre. 
Prenons un système de coordonnées d’origine sur la surface « neutre » 
dans le tronçon envisagé. Dirigeons l’axe des z parallèlement à l’axe 
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de la barre (non déformée) ; supposons que la flexion s'opère dans 
le plan z, z!. 

Ainsi que pour le cas de la flexion des plaques et de la torsion 
des barres, lors de la flexion des barres minces les forces extérieures 
agissant sur la surface latérale d’une barre sont petites à l’égard 
des contraintes engendrées dans la barre elle-même, ce qui permet 
de les négliger lorsqu'on détermine les conditions aux limites sur 
cette surface. On a donc sur toute la surface latérale de la barre 
Oixnx = 0, ou, puisque 7: = 0: 


Oxxllx “1 Oxylty : : À 


et de même pour : = y, z. Prenons un point du contour de la section 
transversale de la barre en lequel la normale n soit parallèle à l'axe 
des z. On retrouvera un point analogue dans la partie opposée du 
contour. En ces deux points n, = 0, et on déduit de l'égalité écrite 
ci-dessus 0... —= 0. Mais la barre étant supposée mince, sio,. s'annule 
en de tels points de sa section, elle est petite dans la section tout 
entière, de sorte qu'on peut poser 6... = 0 dans toute la barre. On s’as- 
sure de la même manière que, à l'exclusion de o.., toutes les composan- 
tes du tenseur des contraintes doivent être nulles. En d'autres ter- 
mes, lors de la flexion d’une barre mince seule est grande la compo- 
sante de traction (ou de compression) du tenseur des contraintes 
internes. Une déformation qui n’a que la composante o,, du tenseur 
des contraintes n’est rien d'autre que la traction ou la compression 
simple ($ 5). Ainsi donc, chaque élément de volume de la barre inflé- 
chie subit une traction (ou compression) simple. La grandeur elle- 
même de cette traction est, naturellement, différente aux divers 
points de chaque section transversale, ce qui entraîne la flexion 
de la barre tout entière. 

On détermine aisément la grandeur de l'allongement relatif 
+ chaque point. Considérons un élément quelconque de longueur 

parrallèle à l’axe de la barre et situé au voisinage de l'origine. 
Lors de la flexion l'élément dz varie et devient dz’. Seuls restent 
invariables les éléments de longueur situés sur la surface neutre. 
-Sôit R le rayon de courbure de la surface neutre au voisinage de l’ori- 
gine. On peut considérer que dzet dz’ sont les éléments d'’arcs de 
cercles de rayons respectifs À et R + x, x étant la valeur de la 
coordonnée x au point où est choisi l'élément dz’. En conséquence, 


ds'= FE 4: (: +) dz. 


1 Lorsque la flexion de la barre est faible, on peut considérer qu'elle s'opère 
dans un plan. Ceci en raison du fait bien connu en géométrie différentielle que 
l'écart d'une courbe faiblement tordue à partir de son plan (la torsion de la 
courbe) est un petit terme d'ordre supérieur par rapport à la courbure. 


FLEXION DES BARRES 97 


L’allongement relatif est donc 
d:'—d2 z 


de 1R 
Comme, par ailleurs, l’allongement relatif de l’élément de lon- 
gueur dz est égal à la composante u., du tenseur de déformation, on a 


z 


UT. (17,1) 
On peut écrire à présent 6., en utilisant directement la relation 
©:: — Eu;, vraie en traction simple. On obtient: 
A 
Oz: = 7 E. (17,2) 


La disposition de la surface « neutre » dans la barre déformée est 
restée jusqu’à présent indéterminée. On peut la définir à partir 
de la condition que la déformation envisagée est une flexion pure, 
sans traction ou compression générale quelle qu’elle soit de la barre. 
Il faut pour cela que la force totale des contraintes internes agissant 
sur la section transversale de la barre soit nulle, c’est-à-dire que 
l'intégrale 


\ Ozzd/, 


prise sur cette surface doit être nulle. Eu égard à l'expression (17,2) 
de 6,:, ceci conduit à la condition 


(zaf=0. (17,3) 


Par ailleurs, on peut introduire la notion de centre d'inertie 
d’une section de la barre en tant que centre d'inertie du disque 
plan homogène correspondant à cette section. On sait que les coor- 
données du centre d'inertie sont données par les intégrales 


fzaf {ya 
fai" Sa” 


Ainsi, la condition (17,3) signifie que, dans un système de coordon- 
nées d'origine sur la surface neutre, la coordonnée en x du centre 
d'inertie de la section de la barre est nulle. C'est dire encore que 
la surface « neutre » passe par les centres d'inertie des sections trans- 
versales de la barre. 

À part u,,, on a encore deux composantes non nulles du tenseur 
de déformation, puisqu'en traction simple uw, = Uyy = —Gu... 
Connaissant le tenseur de déformation, on trouve facilement les 
73-834 
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déplacements des points. Ecrivons: 


ôu du; ôu duy du, ôu 
+ + —2 = 0, ne +3 — 0. ET E = 0. 


L'intégration de ces relations conduit aux expressions suivantes 
des composantes du déplacement : 


1 e Q 2 
ur = —5 nl +06 (y), 
Uy=—0 +, UT. (17,4) 


Les constantes d'intégration ont été posées nulles; cela signifie que 
nous avons fixé dans l’espace la position de l'origine des coordonnées. 

Les formules (17,4) montrent que les points situés dans la section 
transversale z =: const = 3, viennent remplir après la flexion la 
surface 


2= 504 u= 20 (1 ++) . 


On voit que, à l’approximation envisagée, les sections restent planes 
au cours de la flexion, tournant seulement d'un certain angle relati- 
vement à leur position initiale. Mais la forme de la section varie; 
ainsi, après la flexion d’une barre de section rectangulaire (de 
côtés a et b) les côtés latéraux du contour de la section y = +b/2 
viennent occuper les positions 


b b 
p=trtustz(t-), 


’est-à-dire s’inclinent tout en restant rectilignes. Les côtés supé- 
jieur et inférieur zx = + a/2 se courbent en paraboles: 


ne ee) 


ig. 14). 
L'énergie libre de l'unité de volume de la barre est 


OihUik __ Ozzlzz Er? 


TS 2 2R 
Intégrant sur toute la section transversale de la barre, on obtient: 
E À » 
SRE \ sf. (17,5) 


C’est l’énergie libre de l'unité de longueur de la barre courbée. 
Le rayon de courbure R est défini ici comme le rayon de courbure 
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de la surface « neutre ». Mais, la barre étant mince, on peut considé- 
rer ici, avec la même précision, que c’est le rayon de courbure de la 
barre réduite à une ligne (qu'on appelle souvent « ligne élastique »). 


7 


Fig. 14 


Il est commode d'introduire dans l'expression (17,5) la notion 
de moment d'inertie de la section transversale de la barre, savoir: 
le moment d'inertie de la section par rapport à l’axe y contenu dans 
le plan de cette section est défini par l'intégrale 


1,= \ z'df, (17,6) 


qui n'est autre que la notion usuelle de moment d'inertie, à ceci 
près que l'élément de masse est remplacé par l'élément de surface 
df. Alors, l'énergie libre de l'unité de longueur de la barre s'écrit 


E =. 
SRE Li: (17,7) 


Définissons encore le moment des forces de contraintes internes 
agissant dans la section donnée (on l’appelle moment fléchissant). 


L'élément d'’aire df de la section subit la force ©,: df = TE df, 


dirigée suivant l’axe des :. Son moment par rapport à l’axe des y 
est z0.. df. En conséquence, le moment total des forces par rapport 
à cet axe est 
E Q] ET, = 
M=r\rdf=. (17,8) 


De la sorte, la courbure 1/R de la ligne élastique est en raison du 
moment fléchissant qui agit dans la section donnée. 

La quantité 7, dépend de l'orientation de l’axe des y dans le 
plan de la section. Selon l'usage en mécanique, il est commode 
d'exprimer 7, au moyen des deux moments d'inertie principaux. 
Si 8 est l’angle entre l'axe des y et l’un des axes d'inertie principaux 
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de la section, on sait que 
I1,=1;cos" 8 +J,sin°6, (17,9) 


Zi, 12 étant les moments d'inertie principaux. Les plans passant 
par l'axe des z et les axes d'inertie principaux de la section de la 
barre sont appelés plans principaux de flexion. 

Si, par exemple, la section de la barre est rectangulaire (de 
côtés a et b), son centre d'inertie est au centre du rectangle, et les 
axes d'inertie principaux sont parallèles à ses côtés. Les moments 
d'inertie principaux valent :- 

ab ab3 


=, L2 = TS : (17,10) 


Si la section est un cercle (de rayon À), le centre d'inertie est au 
centre du cercle, et les axes d'inertie principaux sont arbitraires. 
Le moment d'inertie autour d’un axe diamétral quelconque est 


JR, (17,11) 


$ 18. Energie d’une barre déformée 


Au paragraphe précédent, nous avons limité notre étude à un petit 
tronçon longitudinal de la barre infléchie. Passant à présent à l’étude 
de la déformation dans la barre tout entière, il importera de commen- 
cer par faire un choix adéquat du mode de description d’une telle 
déformation. Il est à noter en l'occurrence que la flexion forte ! 
d'une barre est en général accompagnée d’une certaine déformation 
de torsion, de sorte que la déformation résultante est la combinaison 
d'une flexion pure et d’une torsion. 

Pour décrire la déformation il sera commode de procéder comme 
suit. Divisons la barre en tronçons élémentaires par des sections 
trénsversales infiniment voisines. Munissons chaque tronçon d’un 
syStème de coordonnées E, n, 6, tous les systèmes ayant leurs axes 
respectifs parallèles dans la barre non déformée, et tous les axes 
doæ & étant parallèles à l’axe de la barre. Au cours de la flexion les 
systèmes de coordonnées tournent, d’ailleurs en général différem- 
ment suivant le tronçon. Deux systèmes infiniment voisins se trou- 
vent alors tournés l’un par rapport à l’autre d’un certain angle infi- 
nitésimal. 

Soit d le vecteur de l’angle de rotation relative de deux systèmes 
distants de d! le long de la barre (on sait qu’un angle de rotation 
infinitésimal peut être considéré comme un vecteur porté par l’axe 


1 Rappelons que nous entendons ici par forte une déformation de vecteur 
u non petit, le tenseur de déformation étant, comme auparavant, petit. 
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de rotation; ses composantes représentent les angles de rotation 
autour de chacun des trois axes de coordonnées). 
Nous introduirons pour la description de la déformation le vecteur 


o— 17 (18,1) 


dl 
définissant la « vitesse » de rotation des axes de coordonnées suivant 
la longueur de la barre. Si la déformation est une torsion pure, la 
rotation des systèmes de coordonnées consécutifs s'effectue unique- 
ment autour de l’axe de la barre, c'est-à-dire autour des axes £. 
Alors, le vecteur Q est dirigé suivant l’axe de la barre et n'est rien 
d’autre que l'angle de torsion + utilisé au $ 16. Ceci étant, on pourra 
aussi appeler dans le cas général d'une déformation arbitraire angle 
de torsion la composante Q,; de Q@. Lorsque la barre travaille en 
flexion pure dans un plan, le vecteur @ n’a pas de composante 
Q;, c’est-à-dire qu'il est, en chaque point, tout entier contenu dans 
le plan E, n. Si &, & est le plan de la flexion, la rotation s'effectue 
en chaque point autour de l'axe n, c'est-à-dire que @ est parallèle 
à l'axe n. 

Introduisons le vecteur unité t dirigé suivant la tangente à la 
barre, considérée ici comme une «ligne élastique». La dérivée 


dt 2 
St comme on le sait, le vecteur de courbure; sa valeur absolue 


est égale à Æ , R étant le rayon de courbure !, et sa direction est 


celle de la normale principale à la courbe. On sait que la variation 
d’un vecteur dans une rotation infinitésimale est égale au produit 
vectoriel du vecteur de l’angle de rotation par le vecteur considéré. 
En conséquence, on pourra écrire la différence des vecteurs t en deux 
points infiniment voisins de la ligne élastique sous la forme: 


dt= dpxt, 
ou, après division par dl, 
dt 
ext (18,2) 


Multipliant les deux membres de cette égalité vectoriellement part 
t, il vient: 


Q= tx D +t (10). (18,3) 


La direction de la tangente coïncide en chaque point avec celle de 
l'axe & en ce point. On a donc (1@) = Q.. Introduisant la normale 


1 Rappelons qu'une courbe gauche est caractérisée en chaque point par sa 
courbure et sa torsion. On ne confondra pas cette torsion (elle ne nous servira 
pas) avec la déformation de torsion de la barre autour de son axe. 
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principale n (telle que Den +) , on pourra donc écrire: 
Q=+trntQ. (18,4) 


Le premier terme du second membre est un vecteur de composantes 

Q:, Q,. On sait, par ailleurs, que le vecteur t x n définit la binor- 

male. De sorte que les composantes Q;:, Q, forment un vecteur coli- 
20 : s L 1 

néaire avec la binormale à la barre et de module +: 

Ayant ainsi introduit le vecteur Q caractérisant la déformation 
et trouvé ses propriétés, nous sommes à même de déduire l’expres- 
sion de l'énergie libre élastique de la barre infléchie. L'énergie 
élastique (rapportée à l'unité de longueur de la barre) est une fonc- 
tion quadratique de la déformation, soit, en l'occurrence, une fonc- 
tion quadratique des composantes de @. Il est facile de voir que 
les termes proportionnels à Q:Q; ou à Q,Q: ne doivent pas figurer 
dans cette forme quadratique. En effet, la barre étant homogène 
dans toute sa longueur, toutes les quantités, notamment l'énergie, 
ne doivent pas changer lorsqu'on inverse le sens positif des &, c'est-à- 
dire lorsqu'on remplace & par —&; les produits en question change- 
raient de signe dans la transformation indiquée. 

Pour ce qui est du terme contenant le carré Q?, rappelons-nous 
que pour Q: — Q, = 0 on a une torsion pure, et qu'alors l’expres- 
sion pour l'énergie doit s’identifier avec celle déduite au $ 16. 
De la sorte, le terme correspondant dans l'énergie libre a la forme 
CE 

5: 

Enfin, les termes quadratiques en Q;, Q, peuvent s'écrire à 
paftir de l'expression (17,7) pour l’énergie d’un petit tronçon faible- 
mént infléchi de la barre. Supposons la barre soumise exclusivement 
à une flexion faible. Nous choisirons le plan £, & confondu avec 
k-flan de flexion de telle sorte que la composante Q: disparaisse : 
la torsion elle aussi est nulle en flexion faible. Dans ce cas, l’expres- 
sion pour l'énergie doit coïncider avec (17,7): 


E 
ze ln 


0 1 
r, ON à vu que 
Q,). Aussi l'énergie aura-t-elle la forme 


est précisément le carré d’un vecteur plan (Q:, 


E ° 
ZT TR. 
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Pour un choix arbitraire des axes Ë, n cette expression s'écrit, comme 
on le sait de la mécanique, sous la forme 


5 (nn Qn + 2h Qn03 + /:3QË). 


Où Jan, /n&, zx sont les composantes du tenseur d'inertie de la 
section de la barre. Il est commode de confondre les axes E, n avec 


les axes d'inertie principaux de la section. On aura alors tout simple- 
ment 


Se UO + 12%), 


11, 12 étant les moments d'inertie principaux de la section. Les 
coefficients de Q£ et Qf étant constants, l'expression déduite doit 
subsister en flexion forte. 

Enfin, intégrant sur toute la longueur de la barre, on obtient 
finalement l'expression suivante pour l'énergie élastique libre de la 
barre infléchie: 


Ÿ 2 Co: 
Foar= | {HE où + SE Qi+ QE} di. (18,5) 


Exprimons ensuite au moyen de Q le moment des forces agissant 
sur la section de la barre. On y arrive aisément en utilisant de nouveau 
les résultats antérieurement déduits pour la torsion pure et la fle- 
xion faible pure. En torsion pure le moment des forces par rapport 
à l'axe de la barre est CT. On en déduit, en conséquence, que, dans le 
cas général, le moment M}; par rapport à l'axe & doit être égal à 


M; = CQ;. Puis, en flexion faible dans le plan E, & le moment par 


rapport à l’axe n est me. Or, dans une telle flexion Q est dirigé 


suivant l’axe n, de sorte que + est tout simplement son module, 
et El,Q. On en déduit qu’on doit avoir dans le cas général 
M; = ET; Q:, Mn = El2Qn (les axes Ë, n sont confondus avec 
les axes d'inertie principaux de la section). Ainsi donc, les compo- 
santes du moment M des forces sont: 


M;=ElQs Mi=El@n M:=C® (18,6) 


L'énergie élastique (18,5) exprimée au moyen du moment des forces 
a la forme : 
MÈ M2 M° 
Er $ n_ : (4 7. 
Fiar = | re TIRE T3 } ai. (18,7) 


Ün cas important de flexion est la flexion faible, la barre s’écar- 
tant peu de sa position initiale sur toute sa longueur par rapport 


104 ÉQUILIBRE DES BARRES ET DES PLAQUES 


à la longueur elle-même. La torsion pouvant être ignorée dans ce cas, 
on pourra poser Q; = 0, et (18,4) se réduit à: 


1 fines dt 
=ptxnstx. (18,8) 


Introduisons un système de coordonnées fixe dans l’espace zx, y, z 
d'axe des z confondu avec l’axe de la barre non déformée (au lieu 
des coordonnées E, n, & liées en chaque point à la barre). Désignons 
par X, Ÿ les coordonnées x, y des points de la ligne élastique de la 
barre ; X et Ÿ définissent le déplacement des points de la ligne par 
rapport à leur position initiale avant la flexion. 

La flexion étant faible, la tangente t est presque parallèle à l’axe 
des :, et on pourra considérer approximativement qu’elle est dirigée 


; 4 dr 
suivant cet axe. Comme, par ailleurs, t = 


Hoona: 


= 2r dèr. 
ae © 2 


(la dérivée par rapport à la longueur de la barre pourra approxima- 

tivement être remplacée par la dérivée par rapport à z). Notamment, 

les composantes en zx et y de ce vecteur sont respectivement égales 
d?X æY 


7 ét . Les composantes Q;, Q@, étant maintenant, avec 
la même précision, égales à Q,, Q,, on déduit de (18,8): 
dY d°X 
Q; = re , Q=r . (18,9) 


Substituant ces expressions dans (18,5), on obtient l'énergie 
élastique de la barre faiblement infléchie sous la forme 


: Frar= + | {2 () +25) dz. (18,10) 


Rappelons que J;, Z2 sont les moments d'inertie par rapport aux 
axes +, y, qui sont les axes d'inertie principaux. 

Notamment, on a pour une barre de section circulaire 7, = 7: = 1, 
et on a dans l'intégrale la somme des carrés des dérivées secondes, 
qui n'est, à l'approximation envisagée, autre que le carré de la 
courbure de la barre: 


X \* 
dz2 _. Se _. É 


Dès lors, la formule (18,10) se généralise aussitôt au cas de la 
flexion faible d’une barre (de section circulaire) de forme quelconque 
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à l'état naturel (non déformé). On écrira à cet effet l'énergie de 
flexion sous la forme 


Far = _ | (+) dz, (18,11) 


Ro étant le rayon de courbure naturelle en chaque point de la barre. 
Comme il se doit, cette expression possède un minimum à l’état 
non déformé (R = R:), et se réduit à (18,10) lorsque Ro — oo. 


$ 19. Equations d'équilibre des barres 


Nous sommes maintenant à même de déduire les équations 
d'équilibre des barres courbées. Envisageons de nouveau un tronçon 
élémentaire quelconque de la barre découpé par deux sections infi- 
niment voisines, et calculons la résultante des forces agissant sur 
ce tronçon. Désignons par F la force des contraintes internes appli- 
quée à la section de la barre !. Les composantes de ce vecteur sont 
égales aux intégrales des 6;, étendues à la section : 


Fi= \ oxdf. (19,1) 


Considérons les deux sections infiniment voisines comme les bases 
de l'élément découpé ; alors F + dF est la force agissant sur la base 
supérieure, —F celle agissant sur la base inférieure, et dF leur somme. 
Soit ensuite K la force extérieure agissant sur l'unité de longueur 
de la barre. Alors l'élément de longueur d! est soumis à la force 
K di. La résultante de toutes les forces agissant sur cet élément 
est donc dF + K di. Cette force étant nulle à l'équilibre, il vient: 


dF 
= —K. (19,2) 
La seconde équation se déduit de la nullité du moment résultant 
des forces appliquées à l'élément. Soit M le moment des forces des 
contraintes internes agissant sur la section. Ce moment est pris par 
rapport à un point (l'origine) contenu dans le plan de la section; 
ses composantes sont définies par les formules (18,6). Nous allons 
calculer le moment résultant appliqué à l'élément envisagé par rap- 
port à un point (appelons-le O) situé dans la base supérieure. Alors 
les contraintes internes agissant sur cette base donnent le moment 
M + dM. Pour ce qui est du moment (par rapport à O) des contrain- 
tes internes dans la base inférieure de l'élément, il est composé du 
moment —M de ces contraintes par rapport à l’origine (point ©) 


! La notation F de cette force ne peut prêter à confusion avec l'énergie 
libre, qui ne nous servira pas dans la suite ($$ 19 à 21). 
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et du moment (par rapport à O) de la résultante —F des forces agis- 
sant sur cette base. Ce deuxième moment est (—dl) x (—F), dl 
étant le vecteur de l'élément de longueur de la barre dirigée de 0’ 
vers O. Le moment provenant des forces extérieures K étant un 
infiniment petit d'ordre supérieur, le moment résultant agissant 
sur l'élément est dM + dl X F. Il doit être nul à l'équilibre: 


dM + dl x F—0. 
Divisant cette égalité par di et notant que % — t est la tangente 
unité de la barre (réduite à une ligne), on obtient l'équation 
dM 


Les équations (19,2) et (19,3) constituent le système complet des 
équations d’équilibre d’une barre arbitrairement courbée. 

Si les forces extérieures agissant sur la barre sont des forces con- 
centrées, c'est-à-dire appliquées en des points isolés, les équations 
d'équilibre se simplifient notablement dans les intervalles compris 
entre les points d'application de ces forces. Lorsque K = 0, l’équa- 
tion (19,2) donne 

F= const, (19,4) 


c'est-à-dire que les contraintes internes sont constantes suivant 
la longueur de chacun des tronçons en question. Pour définir ces 
constantes, remarquons que la différence F; — F, des valeurs de la 
force en deux points 1 et 2 est égale à: 


F—F-=—YK, (19,5) 


la somme mettant en jeu toutes les forces appliquées au tronçon 
éfini par les points I et 2. Notons que dans la différence F2: — F, le 
point 2 est le plus éloigné de l’origine des longueurs (c'est-à-dire 
des arcs l); cette remarque est importante pour la détermination 
des signes dans (19,5). Notamment, si la barre est soumise à une seule 
* force concentrée f agissant à son extrémité libre, F est constante 

tout le long de la barre et égale à f. 
La deuxième équation d'équilibre (19,3) se simplifie elle aussi. 


En y écrivant t — =S (r étant le rayon vecteur mené d'un 


point donné à un point arbitraire de la barre) et intégrant, on obtient, 
F étant constante: 


M=—FXr+const. (19,6) 


S'il n'y a pas non plus de. orces concentrées, la barre étant 
exclusivement soumise à des moments concentrés (c'est-à-dire 
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à des couples de forces concentrés), F — const tout le long de la barre, 
et M subit aux points d'application des couples concentrés des 
sauts égaux à leurs moments. 

Envisageons maintenant la question des conditions aux limites 
aux extrémités de la barre. Divers cas peuvent se présenter. 

Une extrémité de la barre est dite encastrée (fig. 4,a, page 64) 
si elle ne peut subir de déplacements ni longitudinaux, ni latéraux. 
et si, par ailleurs, la tangente à la barre en cette extrémité ne peut 
varier. Dans ce cas, les conditions aux limites consistent dans la 
donnée des coordonnées de l'extrémité et de la tangente unité t en 
ce point. La force et le moment des forces de réaction agissant sur 
la barre à l’encastrement s’obtiennent en résolvant les équations 
d'équilibre. 

Un autre cas est celui où la barre est libre à son extrémité, qui 
a ses coordonnées et sa direction arbitraires. Les conditions aux 
limites expriment alors le fait que la force F et le moment des forces 
M sont nuls à l'extrémité !. 

Si l’extrémité de la barre est articulée, elle ne peut se déplacer, 
mais sa direction n'est pas donnée. Le moment des forces agissant 
sur une telle extrémité, pouvant tourner librement, doit être nul. 

Si, enfin, la barre est appuyée en un point (v. fig. 4,b), elle peut 
glisser sur ce point, mais ne peut se déplacer transversalement. 
La direction de t et la position du point d'appui de la barre ne sont 
alors pas données. Le moment des forces au point d'appui doit être 
nul, la barre pouvant tourner librement, et la force F en ce point 
doit être perpendiculaire à la barre, car une composante longitudinale 
continuerait à faire glisser la barre sur son point d'appui. 

Il serait tout aussi facile d'établir les conditions aux limites 
pour d’autres modes de fixation, mais nous nous bornerons aux 
exemples types indiqués. 

Nous avons déjà dit au début du paragraphe précédent qu’une 
flexion forte d’une barre de section arbitraire implique, en général, 
torsion, même en l'absence de moments de torsion. Sauf si la flexion 
s'opère dans ses plans principaux, une telle flexion n'étant pas 
accompagnée de torsion. Une barre de section circulaire fléchit 
sans se tordre (bien entendu, en l'absence de moments de torsion). 
Il est facile de s’en convaincre comme suit. La torsion est déterminée 
par la composante Q: — (Qt) du vecteur Q@. Calculons sa dérivée 

s My 
par rapport à la longueur de la barre. Remarquant que Q: — T° 
nous écrirons : 

10. d4M 


CA dc 


dt 
ar Mr: 


.. 4 Si une force concentrée f est appliquée à l'extrémité libre, la condition 
à la limite est non pas F = D, mais F = f. 
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La substitution (19,3) annule le premier terme du troisième membre, 
de sorte que 
dQ; dt 
C++ =M- . 
Pour une barre circulaire 7, = J: = 7; en vertu de (18,3) et (18,6), 
on pourra écrire, en conséquence, M sous la forme 


M=EI tx Ÿ-+1CQ. (19,7) 
La multiplication par ne annulant les deux termes, on a 
dQ: 
ae 
donc 
Q,= const, (19,8) 


c'est-à-dire que l'angle de torsion est constant le long de la barre. 
En l'absence de moments de torsion aux extrémités, Q, y est nul, 
et il n’y a pas torsion tout le long de la barre. 

De sorte qu'on peut écrire pour une barre circulaire en flexion 
pure 
d?r 


M=EItxS=EIT x. (19,9) 


On obtient en substituant cette expression dans (19,3) l'équation 
de flexion pure des barres de section circulaire sous la forme 


dr d3r dr 
EI TX =FX Tr: (19,10) 


Problèmes 


£ 1. Ramener à des quadratures le problème de la détermination de la forme 
d'une barre circulaire (verge élastique) fortement infléchie dans un plan ous 

‘ l'effet de forces concentrées. 
Solution. Considérons un tronçon de barre entre les points d’appli- 
“ätion des forces; sur un tel tronçon F—const. Prenons le plan de la flexion 
pour plan x, y et l'axe des y parallèlement à la force F. Introduisons l'angle 0 


entre la tangente à la barre et l'axe des y. Alors Ê= sin 6, ee = cos6,rety 
étant les coordonnées des pre de la barre. Développant les produits vectoriels 
dans (19,10), on obtient l'équation de 0 en tant que fonction de la longueur 
de l'arc !: à 

IE 7e —Fsin0-—0. 


La première intégration donne 
IE f d6 \? 
F(T) +Fcos0=c; 
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d'où 
IE dô 
L= = 1 
+) 2 EF = EL (1) 


La fonction 6(!) peut être exprimée d'ici au moyen des fonctions elliptiques 
On obtient pour les coordonnées x = | sin 0 di, y = | cos 6 dl les expressions: 


2=++ VITE Vci—F cos 0+ const, 
cos 0 dû 
+ V + VS const’. 
1 Ve —Fcos6 cos 8 Vrai) 


Le moment M (19,9) est dirigé suivant l'axe des z et vaut 


M= IE À. 


(2) 


2. Trouver la forme d'une barre fortement infléchie, l’une de ses extré- 
mités étant encastrée et l'autre, libre, soumise à une force f: f est normale à la 


droite de la barre non déformée (fig. 15) 


Fig. 15 


Soluti ù n. F-= const = f tout le long de la barre. A l'extrémité encastrée 
—, et à l'extrémité libre (2 = L, L étant la longueur de la barre) 


co e-3 
= 0,c vest-à dire que 8° = 0. Introduisant la notation 8, = 6 (L), on obtient 


de (1) ©, = f cos 65: 


x 
FE \ d0 
Ô Vcos 0—cos8 


On déduit de cette égalité l'équation déterminant 6, 


2 
L= JE \ dû | 
2/ 6 V cos 0, — cos 0 
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La forme de la barre est déterminée par les formules: 


2 2 PE (Vas — Vos test), y=) 7 | c050 00 


è Vcos 8,— cos 6 


3. Même problème, sachant que la force f, appliquée à l'extrémité libre, 
est parallèle à la barre non déformée. 


—-— JL 
Fig. 16 Fig. 17 
Solution. Ona F— —f (les axes de coordonnées sont choisis comme 
sur la fig. 16). Conditions aux limites: 0 — 0 pour ! = 0, et 8” = 0 pour !{ = L. 
On a: 
cr 0 
1 IE d6 


Va à Voosü— cos & ” 
où 85 = 0 (L) se déduit de 


TE 10 
° « 
1 L = ST \ 2 


Û Vcos D — cos CA : 
On obtient pour x et y: 


PE 


z=V PE (VI= cs 0, — V/cos 0 — cos 8), 


— 9 
= IE \ cos 0 d0 


ETR à Vcos 8— cos U | 
Si la flexion est faible, 6, & 1, et on peut écrire: 


| _ 
bp Ne #77 
"a 1 À VE 2 11 


0 
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c'est-à-dire que 8, disparaît de cette relation. Ceci montre que, en accord 7e 
sh Diner Aa°lE 

les résultats du prob. 3 & 21, la solution envisagée n'existe que pour f > LE ” 
alors que la stabilité de la forme rectiligne a disparu. . 

4. Même problème, les deux extrémités étant encastrées, et la barre subis- 
sant une force f en son milieu: la distance entre les points d'appui est Lo. 

Solution. Choisissons les axes de coordonnées comme sur la fig. 17. 

La force F est constante sur chacun des tronçons AB et BC, étant sur chacun 

d'eux normale à la tangente à la barre aux points d'appui, qui sont respecti- 

vement À et B. La différence des valeurs de F sur AB et BC étant égale à f, 


on en déduit que F sin 0 = — LE sur AB, 0, étant l'angle entre l'axe des y 


et la ligne AC. Au point À (1 = 0) on a les conditions 8 — _ et M = O0, soit 
0’ = 0, de sorte que sur AB 


A 


= Eve \ . RUES V cos 0, 
Î à Vcos 6 Î 
EL 
TC Zn 2 
y=7/ 2500 | cos 50. 


L'angle 6, est déterminé par la condition que la projection de l'arc AB sur 
la droite AC soit  ; on en déduit: 


QE 


La _3/ TES À c08 (0 0) 
2 =} Î \ VSsinb me 


ion ; ag à , | 
La dérivée TE (f étant considérée comme fonction de 6,) s’annule et devient. 


Er 5 S EL À 
positive pour une certaine valeur de 6, comprise entre 0 et F- 0, continuant. 


à décroître (la flèche croissant) / décroîtrait. Cela signifie que la solutivn dé- 
duite devient instable: la barre s'affaisse entre les appuis. 

5. Ramener à des quadratures le problème de la flexion forte gauche d'une: 
barre soumise à des forces concentrées. 

Solution. Considérons un tronçon de la barre entre les points d'appli- 
cation des forces, où F = const. 11 vient en intégrant (19,10) : 


dr . dr 
EI 7 Xe =Fxr+cF: (1): 


la constante d'intégration est écrite sous forme de vecteur cF colinéaire à F, 
puisque, par un choix convenable de l’origine, c'est-à-dire en ajoutant à r 
un certain vecteur constant, on peut faire disparaître le vecteur additif perpen- 
diculaire à F. Faisant les produits scalaire et vectoriel de (1) par r’ (l'accent 
désignant la dérivation par rapport à 1) et notant que r’r” = 0 (puisque r’? = 1), 
on obtient: 


Frxr’+cFr=0, Elr”=(Fxr)Xxr+cFxr’. 
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Analytiquement (l'axe des : étant confondu avec F): 
(zy'—yz')+ez =0, Elz:"=—F(xz+yy'). 
Introduisant dans ces équations les coordonnées cylindriques r, @, z, on obtient: 
r3p'+ez=0, Elz:"=—Frr. (2) 
La seconde équation donne 
= Ar) ; (3) 


A étant une constante. Combinant (2) et (3) avec l'identité 


r'2+rèp2+22=1, 


on obtient 
di= rdr 


V'r-(r2+0 Ar} Er 


après quoi on déduit de (2) et (3): 


F ® (A—r?) r dr 
= a ————— 
2 I \ V 2 F? o ® A 9,19 
pape +) (4—r) 
=; | (A—r?) dr 
P— 2EI VACERERETEE"S 
r ES (r2+ c?) (A —r?) 


ce qui détermine la forme de la barre courbée. 

6. Une barre de section circulaire est tordue (angle de torsion +) et courbée 
en hélice. Déterminer la force et le moment des forces devant être appliqués 
aux extrémités de la barre pour la maintenir dans cet état. 

Solution. Soit À le rayon du cylindre sur lequel est enroulé l’hélice 
(l'axe des z est confondu avec celui du cylindre), et & l'angle formé par la 
tangente avec le plan z0y. Le pas de l’hélice h est lié à & et À par la relation 
h = 2n8R tga. Equation de l'hélice: 


z=Rcosp, y=Rsing, z=œpRiga 


re est l'angle de rotation autour de l'axe des 2) ; l'élément d'arc est dl = a dy. 


Substituant ces expressions dans (19,7), nous calculerons les composantes de M, 
puis, par la formule (19,3), la force F (constante tout le long de la barre). On 
trouve finalement que F est dirigée suivant l’axe des z et qu'elle vaut: 
Bin EE cos? & sin & 
R R? : 


Le moment M a une composante sur l’axe des z: 


F;=F=Ct 


M,=Crsin a+ cos3 a 


et une comprente M dirigée en chaque point de la barre suivant la tangente 
à la circonférence de la section transversale du cylindre: M, = FR. 

7. Trouver la figure d'équilibre d'un fil élastique (de résistance à la 
flexion négligeable à l'égard à celle à la traction) suspendu dans le champ 
de la pesanteur par deux de ses points. : 
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Solution. Nous confondrons le plan x, y avec celui du fil, l’axe des 
y étant dirigé verticalement vers le bas. On peut négliger TT dans (19,3), M 


étant proportionnel à EZ. Alors F X t = 0, c'est-à-dire que F est en chaque 
point du fil colinéaire avec t: F — Ft. L'équation (19,2) donne à présent 
£ (F pe) = 0, L (F ET = q, q étant le poids par unité de longueur du fil, 


d'où F = c Frd= gl. On en déduit F = We?+q2l#, de sorte que 
dz À dy 1 


A Va" do VATE 


(avec À = a) On obtient par intégration 


z= A Arsh _. , yv=VA+FE, 
d'où 
y=Ach+ , 


qui est l'équation de la chaînette. Le choix de l’origine et de la constante À 
est imposé par les deux points de suspension et la longueur du fil. 


$ 20. Flexion faible des barres 


Les équations d'équilibre se simplifient considérablement dans 
le cas pratiquement important où la flexion de la barre est faible. 
La flexion est faible si la direction de la tangente t à la barre varie 


lentement suivant la longueur, c'est-à-dire si la dérivée = est petite. 


En d'autres termes, le rayon de courbure de la barre courbée doit, 
en chaque point, être grand devant sa longueur. C'est pratiquement 
exiger que la flèche de la barre soit petite par rapport à sa longueur. 
Mais on n'’exige nullement que la flèche soit petite devant l’épais- 
seur, comme pour la théorie approchée de la flexion faible des pla- 
ques développée aux $$ 11 et 121. 

Dérivons (19,3) par rapport à L: 


d’M _dF dt 
= Xt+Fx Sr. (20,1) 


Le second terme, qui contient la petite quantité s , est habituelle- 


ment négligé (hormis quelques cas particuliers dont il sera question 


plus bas). Substituant dans le premier terme —K, on obtient 


&— 


1 Nous n’exposerons pas la théorie plus complexe de la flexion des barres 
courbées à l’état naturel nous bornant aux exemples simples des problèmes 
8 et 9 à la fin dece paragra he). 


8—834 
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l'équation d'équilibre sous la forme 


d?M 
Ecrivons cette équation sous forme analytique, y substituant à cet 
effet, conformément à (18,6) et (18,9), 


M, = — EI,Y", M,= EI,X", M,=0 (20,3) 


(on dérive partout par rapport à z). On pourra supposer t confondu 
avec l’axe des z. On déduit alors de (20,2) 


EI,X"""—K;=0, EI;Y""—K,—0. (20,4) 


Ces équations déterminent les flèches X et Y en fonction de z, 
c'est-à-dire la forme de la barre faiblement infléchie. 

La force F des contraintes internes qui agit sur une section 
transversale peut, elle aussi, s'exprimer en fonction des dérivées 
de X et de Y. Substituant (20,3) dans (19,3), il vient: 


F;=—ElX", Fy=—EliY. (20,5) 


On voit que les dérivées secondes déterminent le moment des forces 
de contraintes internes, les dérivées troisièmes déterminant les 
forces elles-mêmes. La force (20,5) est appelée effort tranchant. Si 
la flexion est due à des forces concentrées, l'effort tranchant est 
constant sur chaque tronçon défini par les points d'application des 
forces, et il subit en chacun de ces points un saut égal à la force 
extérieure appliquée. 

Les quantités El]: et El; sont appelées rigidité à la flexion, 
respectivement dans les plans z, z et y, z1. 


1 Dans des conditions aux limites déterminées, la flexion d'une plaque 
mince est aussi décrite par une équation de la forme 


DX'"""—K,=0. (20,4a) 


? Soit une plaque rectangulaire (de côtés a et b et d'épaisseur k») maintenue suivant 
ses côtés a (parallèles à l’axe des y) et infléchie suivant les côtés b (axe des :) 
par une charge uniforme le long de l'axe des y. Dans le cas général où a et b 
sont arbitraires, on se servira pour déterminer la flexion de l'équation à deux 
Aimensions (12,5) avec les conditions aux limites correspondantes sur les bords 
encastrés et libres de la plaque. Dans le cas limite a © b la déformation peut 
être supposée uniforme suivant l'axe des y, et l'équation d'équilibre à deux 
dimensions se réduit à une équation de la forme (20,4a), le rôle de rigidité à la 
flexion étant tenu par la quantité 
D= Eh3a 
124 —02) * 

L'équation (20,4a) s'applique aussi dans l’autre cas limite a € b, la plaque 
étant assimilée à une barre de longueur b de section rectangulaire étroite (de 
côtés a et h); mais alors la rigidité à la flexion est autre: 


Eh3a 


D=El= 
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Si les forces appliquées à la barre agissent dans un plan, la 
flexion s'opère aussi dans un plan. Mais ces deux plans ne coincident 
pas en général ; il est facile de trouver leur angle. Si & est l'angle entre 
le plan des forces et le premier plan principal de flexion (plan z, 2), 
les équations d'équilibre prennent la forme 


vor __ COS G vor __ Sin a 
X FRE 0 Y TE À. 


Les deux équations ne diffèrent que par le cocfficient de X. Dès 
lors, X et Ÿ sont proportionnels, et 


L 
Y=XF-tec. 


L'angle 8 entre le plan de la flexion et le plan x, z est défini par 
l’égalité 


tg0— F tga. (20,6) 


Pour une barre de section circulaire, Z, = 1: et « = 6, c'est-à-dire 
que la flexion s'opère dans le plan d'action des forces. Il en est 
de même pour une barre de section arbitraire lorsque « = 0, c'est-à- 
dire lorsque les forces sont contenues dans le plan principal. On a pour 
la valeur absolue de la flèche 


= VX TE 
l'équation 


DUR, Lee ee (20,7) 


Fi VIE cos? «+ 12 sin? a 
L'’effort tranchant F est contenu dans le même plan que K et vaut 
F= —EIt". (20,8) 


La quantité Z joue le rôle de valeur « efficace » du moment 
d'inertie de la section de la barre. 

Ecrivons explicitement les conditions aux limites pour les 
équations d'équilibre d’une barre faiblement infléchie. Si la barre 
a son extrémité encastrée, on y aura À — Ÿ = 0 et, par ailleurs, 
la tangente y sera invariable : X’ — Y’ — 0. On a ainsi à l’encastre- 
ment les conditions: 


X=Y=0, X’—=Y'=—0. (20,9) 
En ce qui concerne la force et le moment des forces de réaction aux 


points d'appui, ils sont définis, une fois la solution connue, par 
(20,3) et (20,5). 


8* 
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Lorsque la flexion est suffisamment faible, articulation à l'extré- 
mité et appui ponctuel sont équivalents en ce qui concerne les 
conditions aux limites. Le fait est que, dans le second cas, le dépla- 
cement longitudinal de la barre à son appui est alors du second 
ordre par rapport à la flèche et peut être négligé. Les conditions 
aux limites de la nullité du déplacement transversal et du moment 
des forces s’écrivent dans ces cas 


X=Y=0, X"=Y"—0. (20,10) 


Quant à la tangente à l’extrémité et à la force de réaction à l'appui, 
celles se déterminent par résolution d'équations. 
Enfin, la force F et le moment des forces M doivent être absents 
à l'extrémité libre. En vertu de (20,3) et (20,5), ceci aboutit aux 
conditions 
X'=Y"=0, X”"—Y"—0 (20,11) 


(si une force concentrée est appliquée à l'extrémité libre, F n'est 
pas nulle, mais égale à cette force). 

Point n'est difficile de généraliser les équations (20,4) dans 
le cas des barres de section variable. Chez celles-ci les moments 
d'inertie Z, et 7: sont fonctions de z. Les formules (20,3) détermi- 
nant les moments des forces dans toute section donnée subsistent 
comme auparavant. En les substituant dans (20,2), on est conduit 
aux équations: 


dans lesquelles 7, et 7; ne peuvent être sortis de sous le signe de déri- 
vation. On a pour l'effort tranchant: 


d? | d dY 
| Fa= ER (RS), F= ES (ne . (20,13) 


* _ Revenons encore aux équations (20,1). Notre omission du deuxième 
terme du second membre peut être illégitime dans certains cas, 
même en flexion faible. Il en est ainsi lorsque la force des contraintes 
internes agissant suivant la longueur de la barre est importante, 
c'est-à-dire si F, est très grande. Une telle force prend habituelle- 
ment naissance lorsque la barre est sollicitée par des forces de trac- 
tion importantes appliquées à ses extrémités. Soit F, = T la tension 
longitudinale constante. Si la barre est fortement comprimée, et 
non tendue, la force T est négative. Développant le produit vectoriel 


F x D. nous devrons à présent retenir les termes contenant T7, 
ceux contenant F, et F, pouvant, comme auparavant, être négligés. 
Remplaçant le vecteur par ses composantes X”, Ÿ”, 1, on obtient 
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les équations d'équilibre sous la forme 
I,EX'"""—TX"—K,=0, 
I,EY'""—TY"—K,=0. 


On ajoutera maintenant aux expressions (20,5) de l'effort tranchant 
des termes égaux aux projections sur les axes des x et y de la force 
T colinéaire avec t: 


Fe=—ElX"+TX', F,=—El,Y"+TY’. (20,15) 


Ces formules peuvent, certes, être déduites directement de (19,3). 

Mais une grande force T peut, dans certains cas, être engendrée 
par la flexion elle-même, même en l'absence de forces de traction 
spécialement appliquées. Soit en l'occurrence une barre dont les 
deux extrémités sont encastrées ou articulées sans déplacement 
longitudinal possible. Alors la barre s’allonge en même temps qu'elle 
fléchit, d'où l'apparition d'une force T. On évalue aisément la flèche 
pour laquelle cette force devient importante. La longueur L + AL 
de la barre infléchie est égale à l'intégrale 


L 
L+AL = \ VTEXTEY Ed, 
û 


(20,14) 


prise sur la droite réunissant les points d'appui. Si la flexion est 
faible, on peut développer le radical en série, et on obtient pour 
l'allongement AL CR 


AL = =+ | (X'2+Y"?) dc. 


La force de tension résultant d’une traction simple est égale au pro- 
duit de l'allongement relatif par le module d'Young et la section 
S de la barre. De sorte que la force 7 vaut 
L 
ES rte L 
TS \ (X'2+ Y'2) ds. (20,16) 
0 
Si à est l’ordre de grandeur de la flèche, les dérivées X’ et ŸY” sont 


de l'ordre de + , de sorte que l'intégrale dans (20,16) a pour ordre 


de grandeur ce L = = et T—ES (y. Les premiers et seconds 
ne qans (0, ne où respectivement pour ordre de grandeur 
IE À set T+. — EST . Le moment d'inertie Z a pour ordre de gran- 
duc 7 hi, " S — he, hk étant l'épaisseur de la barre. Substituant, 
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on déduit aisément que les premiers et seconds termes dans (20,14) 
deviennent comparables quant à l’ordre de grandeur lorsque 


ô—h. 


De la sorte, lorsqu'une barre d'extrémités maintenues fléchit, 
on ne peut se servir des équations d'équilibre sous la forme (20,4) 
que si la flèche est petite devant l'épaisseur de la barre. Mais si 
à n’est pas petit devant k (mais bien sûr, comme auparavant, à & L), 
on se servira des équations (20,14). La force T dans ces équations 
n’est pas connue a priori. Les résolvant, on considérera d'abord que 
T est un paramètre donné, qu'on déterminera ensuite, une fois la 
solution déduite, par la formule (20,16). Ainsi s'obtient T en fonc- 
tion des forces de flexion appliquées à la barre. 

On a un autre cas limite lorsque la résistance à la flexion est 
petite par rapport à la résistance à la traction, de sorte qu’on peut 
négliger dans les équations (20,14) les premiers termes par rapport 
aux seconds. Ce cas peut être physiquement réalisé ou bien au moyen 
d’une très forte tension 7, ou bien encore si EI est suffisamment petit, 
ce qui peut avoir lieu si l'épaisseur h est petite (on appelle cordes 
des barres fortement tendues). Les équations d'équilibre stipulent 
dans ces cas: 


TX°+K.=0, TY'+K,=0. (20,17) 


Dire que les extrémités d’une corde sont fixées, c'est dire que leurs 
coordonnées sont données : 


X=Y -0. (20,18) 


En ce qui concerne la direction des extrémités, elle ne peut être 
donnée d’une manière arbitraire, elle est définie par la solution 
d'équations. 

Montrons pour terminer comment les équations d'équilibre 
‘d’une barre faiblement infléchie peuvent être déduites par principe 
variationnel en utilisant l'expression (18,10) de l'énergie élastique : 


Four = + | UY"+ 2x") de. 


A l’équilibre doit être minimum la somme de cette énergie et de 
l'énergie potentielle liée aux forces extérieures K agissant sur la 
barre, c'est-à-dire qu’on doit avoir 


Fba-— \ (K;ÔX + K,ÔY) dz = 


(le second terme représente le travail des forces extérieures dans 
un déplacement infinitésimal de la ligne de la barre). Variant Fia:, 
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on intègre deux fois par parties: 
5ô \ X"2dz= \ X"6X" dz= X"6X' | \ X"6X" dz= 
= X"8X" [—x"8x|+ \ X'""6X dz 


et de même pour l'intégrale de Y”?. Regroupant les divers termes, 
on obtient: 


\ ((ELY"""—K,)8Y + (ElX""""—K;) OX] dz+ 
L ET, (Y"ÔY'—Y"6Y)|+ El (X"8X' — X"8X)| = 0. 


Les variations ÔX et ÔŸ étant arbitraires, on retrouve dans le terme 
intégral les équations d'équilibre (20,4), et les termes intégrés 
représentent les conditions aux limites; ainsi, à l'extrémité libre 
les variations ÔX, ÔY, ÔX”", ÔŸ’ sont arbitraires, et on retrouve respec- 
tivement les conditions (20,11). Dans le même temps, les coefficients 
de ÔX et ÔY dans ces termes donnent les expressions (20,5) pour les 
composantes de l'effort tranchant, et les coefficients de ÔX” et Y”. 
les expressions (20,3) pour les composantes du moment fléchissant. 

Enfin, on peut obtenir de la même manière les équations d’équi- 
libre (20,14) en présence d’une force de traction T en ajoutant 
à l'énergie variée la quantité 


TAL=T \ (X'2+Y"?) a, 


qui représente le travail de la force 7 lorsque la barre s'allonge de AZ. 


Problèmes 


1. Déterminer la forme affectée par une barre (de longueur !) sous l'action 

de son propre poids pour divers modes de fixation de ses extrémités. 
Solution. La forme cherchée est définie par la solution de l'équation 
Cr g 


EI 
{q est le poids de l'unité de longueur de la barre) avec telles conditions aux 
limites formulées dans le texte. Selon le mode de fixation des extrémités de 
la barre, on obtient les formes suivantes et les déplacements maxima (flèches) : 
l’origine est toujours confondue avec unc des extrémités. 
a) Les deux extrémités sont encastrées : 


PL UE EN 1 gl 
pee Co) 
b) Les deux extrémités sont appuyées: 


= :(5:8 97222 8 IN_5 gi 
85 CEE), 1(+)=m 7 
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c) l’une des extrémités (2 = 1) est encastrée, l’autre (z = 0) appuyée: 


1% _2:(19-3-_ 322118 = gs 
= C—SE+ D), G(0,42) 00057 . 


d) L'une des extrémités (2 — 0) est encastrée, l'autre (2 = L) libre: 


= 1 22122 41: LI = 20" 
= A+ 6), (= : 

2. Déterminer la forme affectée par une barre subissant en son milieu une 
force concentrée f. 

Solution. On a partout, sauf au point : = //2, l'équation L'’’’ = 0. 
Les conditions aux limites (z = 0 et : — !) sont déterminées par le mode de 
fixation ; au point z — 1/2 doivent être continus &, &’, &”, et la différence des 
efforts tranchants F = — EI£"’ de part et d’autre de ce point doit être égale 
à la force f. 

La forme de la barre (dans l'intervalle 0 & : < 1/2) et la flèche sont don- 
nées par les formules suivantes: 

a) Les deux extrémités sont encastrées: 


it . L\ 15 
pr GA), (+) ” 192E1 


b) Les deux extrémités sont appuyées: 


PNR ee IN 8 
G= SE  G—45), (+) = Z8EI 

La forme de la barre étant symétrique par rapport à son milieu, la fonction 
& (z) dans l'intervalle 1/2 & z << L s'en déduit en remplaçant : par ! — z. 

3. Même problème pour une barre dont l’une des extrémités (2 = 0) est 
encastrée, et l'autre (2 — !) libre et soumise à une force concentrée f. 

Solution. Tout le long de la barre F = const = f, de sorte que &” — 
= — fJEI. Avec les conditions & = 0, &’ = 0 pour z = 0 et &” — 0 pour 

jrs 


z = L on obtient: 
Re _ 
Lg Gi, LU)=3. 

4. Trouver la forme affectée par une barre d'extrémités encastrées, sachant 
qu'elle est soumise en son milieu à un couple concentré. 

Solution. Tout le long de la barre &’’’’ — 0, et au point z = 1/2 le 
mêment M=—EI t” subit un saut égal au moment m du couple concentré ap- 
piqué. On obtient : 

a) Les deux bouts sont encastrés: 


A” 


E= sen (25) pour 0<z:<1/2, 

= — SU —2(—5)] pour 2<:<lI. 
b) Les deux bouts sont articulés: 

= gen: (245) pour 0O<z<1/2, 
= — en US) 4 (—2ÿ°] pour I2<2<1. 


La barre s’incurve en sens contraires de part et d’autre du point z = 1/2. 
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5. Même problème, sachant que le couple concentré est appliqué à l'extré- 
mité libre de la barre, l’autre étant encastrée. 

Solution. On a tout le long de la barre M = EI” = m, et au point 
z = 0: & = 0, &’ — 0. La forme est définie par la formule 


m 
== cm 23 
(Sn7-7 ES 


6. Trouver la forme affectée par une barre (de section circulaire) articulée 
à ses extrémités, soumise à une force de tension T' et à une force de flexion f 
appliquée à son milieu. 

Solution. Sur le tronçon 0< z< 1/2 l'effort tranchant est égal 
à f/2. de sorte que (20,15) donne l'équation 


cm T pre 1 
DES = 26: 


. &' = 0 pour = = 0, {, et l’on doit avoir &’ = 0 
our z = 1/2 (vu la continuité de &’). On obtient l'équation de la forme de 
a barre (sur le segment 0  : < 1/2): 


Le sh kz VE 
Sel Ki J k=V x: 
2 


Pour les k petits, cette expression se réduit à celle déduite au prob. 2, b. Pour 
les k grands, elle devient 


c'est-à-dire que, d’après les équations (20,17), un fil élastique soumis à la 
force f affecte la forme d'un segment brisé de sommet en = = //2. 

Si la force T provient de la tension de la barre qui résulte de l'application 
de la force transversale, il faut pour déterminer T se servir de la formule (20,16). 
Substituant dans celle-ci l'expression déduite, on trouve l'équation 

103, 11581) 3 kl 8E°I3 
F5 [++z tn DR ]= ES : 
donnant T en fonction implicite de f. 

7. Une barre (de section circulaire) infiniment longue repose sur une base 
élastique, c'est-à-dire ques subit lors de la déformation une force À — — aù 
proportionnelle à la déformation. Quelle forme affecte-t-elle lorsqu'elle est 
soumise à une force concentrée f. 

Solution. Nous prendrons l'origine des coordonnées au point d'appli- 
cation de la force f. On a partout, sauf au point = = 0, l'équation 


EIt’"" = — a. 


La solution doit satisfaire aux conditions & = 0 pour z = + , et &’, &” 
doivent être continues pour z = 0: pour ce qui est de la différence des valeurs 
de l'effort tranchant F = — EIC" pour : —+ + 0 et z + — 0, elle doit être 
égale à f. Une telle solution est 


= pe eBl2lfcosf|z|+sinplz|l, P=(r) 


8. Déduire l'équation d'équilibre d'une barre mince (de section circu- 
laire) faiblement infléchie, sachant que sa forme naturelle est un arc de cercle et 
due la flexion s'effectue dans le plan de la barre sous l’action de forces radiales. 
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Solution. Choisissant l’origine des coordonnées polaires r, q au centre 
du cercle, écrivons l’équation de la barre déformée sous la forme r— a + & (œp), 
a étant le rayon de l'arc, et & le déplacement radial résultant de la flexion. 
Utilisant l'expression bien connue du rayon de courbure en coordonnées po- 
laires, on trouve en se limitant aux termes du premier ordre en & 


1 _r—rr" tar 1 LH 


R (r2+r"2)/a 7 a a? 
{on dérive partout par rapport à q). On trouve d'après (18,11) l'énergie élas- 
tique de flexion: 
Po 
EI f1 1? EI sea 
Fbar = \ (F5) adp= x \ (&+5")° dy, 
0 0 
%o étant l'angle au centre. L’équation d'équilibre se déduit du principe varia- 
tionnel 
Vo 
8Fbar — \ SEK ,a dg =0 
0 


(4, est la force radiale extérieure rapportée à l'unité de longueur) avec la con- 
dition supplémentaire 


Vo 


\ tdp=0, 
0 
qui, à l’approximation envisagée, exprime la condition d'invariance du péri- 


mètre de la barre, c'est-à-dire l'absence de son allongement général. Suivant 
la méthode de Lagrange, égalons à zéro la somme 


Vo Vo 
dia \ aK,6tdp—+aa \ ët dp=0, 
0 0 


a étant une constante. Variant l'expression sous le signe somme dans Fhar 
et, intégrant le terme contenant 6” deux fois par parties, on obtient: 
Lea) ar tas ] 86 dp+ 
+ÈL @+en ee | +en a] -0. 
D'où l'équation d'équilibre 
EL +R +D—K,+a 20, tt) 
l'expression de l'effort tranchant 
F=— À +E") 


1 En l'absence de forces extérieures À, — 0 et &« = 0; les solutions non 
nulles de l'équation homogène déduite correspondent à une translation ou à une 
rotation d'ensemble de la barre. 
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et l'expression du moment fléchissant 
EI # 
M=—r(@+t) 
(cf. fin du $ 20). La constante & se déduit de la condition d'absence d'allonge- 
ment général de la barre. 


9. Trouver la déformation d’un anneau circulaire soumis à deux forces 
concentrées f agissant suivant un diamètre (fig. 18). 


Ç 


pi] 
Fig. 18 


Solution. Intégrant l'équation (1) sur toute la longueur de l’anneau, 
on trouve que 
2raa = | K,a dp= 2j. 
Partout, sauf aux points @ — 0 et @ = x, on a l'équation (1) avec Æ, = 0: 


772 [2 jas = 
PHARE 0. 


La déformation de l'anneau cherchée étant symétrique par Me aux diamètres 
AB et CD, on doit avoir &’ = 0 aux points 4, B, C, D. La différence des va- 


leurs de l'effort tranchant pour q@ — + 0 doit être égale à f. La solution de 
l'équation d'équilibre satisfaisant à ces conditions est 


__fas FA 1 eu 1 . 
= (L+Tocosp-Ecosp- sine), 0<p< x. 
Notamment, les points À et B se rapprochent l’un de l'autre de la quantité 


3 
otre (ES). 


$ 21. Stabilité des systèmes élastiques 


Le comportement d’une barre subissant des forces de compression 
longitudinales est un exemple simple du phénomène très important 
d’instabilité élastique, découvert par L. Euler. 
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En l’absence de forces extérieures transversales X,, X.,, les équa- 
tions d'équilibre d’une barre comprimée (20,14) possèdent la solu- 
tion évidente À = Ÿ = 0, correspondant à la forme rectiligne 
de la barre soumise à une force longitudinale | 7 |. Mais cette solution 
ne correspond à un équilibre stable de la barre que si la force compri- 
mante | 7 | reste inférieure à une certaine valeur critique Teri. 
Tant que |T| << Terx, la forme rectiligne de la barre est stable 
par rapport à une petite perturbation arbitraire. En d'autres termes, 
si la barre fléchit quelque peu sous l'effet d'une action faible quel- 
conque, elle tend à revenir dans son état initial une fois cette action 
disparue. 

Par contre, si| T| > Ter, la forme rectiligne répond à un équili- 
bre instable. Il suffit d’une action (flexion) tant soit peu petite pour 
perturber l’équilibre, et la barre fléchit fortement. Il est bien évident 
qu'alors la barre comprimée ne peut aucunement rester non courbée. 

Le comportement de la barre après qu'elle a perdu sa stabilité 
doit être décrit par les équations de la flexion forte. Toutefois, 
la valeur de la charge critique Te: elle-même peut être déduite des 
équations de la flexion faible. Pour | 7 = Tenir, la forme rectiligne 
correspond à un certain équilibre indifférent. Cela signifie que, 
concurremment à la solution X — Ÿ — 0, doivent aussi exister 
des états de flexion faible qui sont eux aussi des états d'équilibre. 
Ceci étant, on peut définir la valeur critique 74,11 comme la valeur 
de | 7 | pour laquelle les équations 


EI,X'"""+|TIX"=0, ElY'"'+ITIY"=0 (21,1) 


admettent une solution non nulle. Cette solution non nulle définit 
le caractère de la déformation à laquelle est soumise la barre immé- 
diatement après la perte d'équilibre. 

On traite dans les problèmes ci-dessous plusieurs cas typiques 
de {perte d'équilibre de systèmes élastiques. 


Problèmes 


‘71. Déterminer la force de compression critique pour une barre articulée 
à ses extrémités. 

Solution. Puisque seule nous intéresse la plus petite valeur de |T | 
pour laquelle les équations (21,1) admettent une solution non nulle, il suffit 
de considérer celle des deux équations contenant le plus petit des 74 et Z>; 
soit /: < 1,. Cherchons la solution de l'équation E/,X’’""+|T|X"—=0 sous 
la forme 

X=A+ Bz+C sin kz + D cos kz, 


avec k = V |T J/EL:. La solution non nulle satisfaisant à la condition X = 0, 
X"—0 pour :=0et z = 1 est 


X—=Csinkz, 
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et on doit avoir sin k! = 0. On en déduit la force critique cherchée 


a2El2 
ES 


Terit= 


Après perte d’équilibre, la barre affecte la forme représentée par la fig. 19, a. 
2. Même problème Pour une barre aux extrémités encastrées (fig. 19, b). 
a? El 


Solution. Terit = 1 


€) 


Fig. 19 


3. Même problème pour une barre encastrée à une extrémité, l'autre étant 
libre (fig. 19, c). 


Solution. Tent = —5<. 


4. Trouver la force de compression critique pour une barre (de section 
circulaire) aux extrémités articulées et reposant sur une base élastique (cf. 
prob. 7 $ 20). 

Solution. Au lieu des équations (21,1), on envisage ici l'équation 


EIX"""+]T|X"+ax=0. 
Une étude analogue conduit à la solution 


nx n?EI alt 
Te Tente (ter )' 


X=Asin 


seule devant être retenue celle des valeurs entières de n pour laquelle T'orjt est 
minimum. Pour des & suffisamment grands, on a n >> 1, c'est-à-dire qu'après 
perte d'équilibre la forme de la barre comporte plusieurs « ventres ». 

5. Une barre de section circulaire est tordue et ses extrémités sont encas- 
trées. Trouver la valeur critique de la torsion après laquelle la forme rectiligne 
devient instable. 

Solution. La valeur critique de l'angle de torsion est définie par 
l'apparition de solutions non nulles des équations de flexion faible de la barre 
tordue. Pour établir ces équations, substituons l'expression (19,7): 


M=EIt x + Crt 
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(rt est l'angle de torsion constant) dans l'équation (19,3); il vient: 
d?t dt 
EI EX t+ Cr FX t=0. 
Dérivons cette équation; la flexion étant faible, dérivant les premier et troisiè- 
me termes on pourra supposer t constant et égal au vecteur t dirigé suivant 
l'axe de la barre (axe des =). Se rappelant de même que CLÉ 0 (on n’a pas de 


dl 
forces extérieures longitudinales), on obtient: 


dit dit 
ET bb X + CT =0, 
ou analytiquement : 
Y''"—4X"=0, 


X'+Yr—0, 


avec x = Le Introduisant à titre de fonction inconnue E = X + iY, on obtient 
l'équation E’’*’ — ixë” = 0. Cherchons l'équation satisfaisant aux conditions 
E = 0, E’ — 0 pour z = 0, z — 1 sous la forme E — à (1 + ixz — eixz) + bz?; 
on obtient pour condition de compatibilité des équations relativement à « etb 


la relation eixi — Le, d'où 2 = tg + . La plus petite racine de cette équa- 
tion est us = 4,49, de sorte que 
8,98 EI 
Tcrit = CI Q 


6. Même problème pour une barre à extrémités articulées. 
Solution. On obtient ici E—= a (1 — cite — D 22) + hs, x étant 
défini par eŸ*! — 1, soit x! — 21. En conséquence, l'angle de torsion critique 
est : 
2xE1I 
; Trt= CG : 


°7. Déterminer la limite de stabilité d’une barre verticale subissant son 
propre poids; la barre est encastrée en bas. 
Solution. Si la tension longitudinale F, = T varie le long de la barre, 


dans le premier terme de (20,1) SE = 0, et on abtient au lieu des équations 
(20,14): 

IEX'"""—(TX'") —Kx=0, 

JEY'"""—(TY) —Ky=0. 
Dans le cas donné, les forces transversales de flexion sont absentes dans toute 
la longueur de la barre, et T = — q(l — :), q étant le poids de l'unité de 


longueur, et z étant compté à partir du bout inférieur. Supposant J2 < J,, 
considérons l'équation 


IEX"=TX'= —q{(l—:)X' 
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(pour : = L on a automatiquement X” = 0). L'intégrale générale de cette 
équation pour la fonction u = X’ est 


u=n [as _1,,(n)+ 17, (D), 


2 g :)3 
n=7 V Et, (9 . 


Les conditions aux limites X’ = 0 pour : = 0 et X” = 0 pour z = ! donnent 
pour la fonction u(n) les conditions 

_ 2 qi 
u=0 pour n=1"0 = EL 


Pour satisfaire à ces conditions, il faut poser b = 0, et J_;,, (no) = 0. La plus 
petite racine de cette équation est no = 1,87, d'où l’on déduit la longueur 


critique de la barre: SE 
3 
lcrit = 1,98 (2) è 


8. Une barre a une section transversale méplate, de sorte que /2 ÿ J1. 
L'une des extrémités de la barre est encastrée, et l'extrémité libre subit une 
force { qui fait fléchir la barre dans le plan principal +, : (dans lequel la rigi- 
dité à la flexion est EZ:2). Déterminer la valeur critique feri après laquelle la 
forme plane de flexion devient instable, la barre gauchissant dans le plan y, 2, 
tout en se tordant. 

Solution. La rigidité El: étant grande par rapport à EJ4 (et par 
rapport à la rigidité à la torsion C) 1, l'instabilité par rapport au gauchissement 
latéral fort survient alors que la flexion dans le plan x, : est encore faible. 
Pour trouver l'instant où survient l'instabilité, il faut écrire les équations du 
gauchissement latéral faible en y conservant les termes proportionnels aux 
produits de la force / agissant dans le plan x, z et des petits déplacements. 
Seule l'extrémité libre subissant une force concentrée, on a tout le long de la 
barre F = f, et à l'extrémité libre (2 — {) le moment M = 0; on trouve d'après 
la formule (19,6) les composantes du moment dans le référentiel fixe z, y, 2: 


Mx=0, My=(—:)f, M:=(Y—Yo)f, 


où Yo = Y (1). Projetons ces moments sur les axes E, n liés en chaque point 
à la barre; on obtient en se limitant aux termes du premier ordre par rapport 


aux déplacements: 
i M;=(—:)f, Mn=(t—2) f, 
My) + PV, 


un /3=0 pour n—0. 


étant l'angle de rotation total de la section de la barre tordue (l'angle de 
torsion T= œ n’est pas ici constant le long de la barre). Par ailleurs, on a en 
vertu de (18,6) et (18,9) en flexion faible: 


My= —El;Y", Mn=El2X", My=Ce" 
1 Ainsi, on a pour unc section méplate d'épaisseur k et de hauteur b ÿ k: 


b3h bhs 
2 EE C=-b. 


3 
EI, + E, El= 
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et, comparant ces expressions, on obtient les équations d'équilibre: 
EloX"=(1—:)f, 
EIiY"—=—@{l—:)f, Cp=(1—:)fY'+(Y —Yo) f. 


La première de ces équations détermine la flexion principale de la barre 
dans le plan x, z; il s'agit de trouver la valeur de f pour laquelle une solution 
non nulle apparaît dans les deuxième et troisième équations. En y éliminant Y, 
on trouve: 

f2 


Li 2 (L— 2:)2 @ — 2 — 
UHR q=0, =. 


L'intégrale générale de cette équation est 
= k — k 
p=aVi—:J;, (zu) +0 VII 1, (& us?) : 
On doit avoir à l’encastrement (2 — 0) p = 0, et à l’extrémité libre le moment 
de torsion Cp’ æ 0. On déduit de la deuxième condition a = 0, et la première 
donne J_; /a (+) = 0. La plus petite racine de cette équation est Le = 2,006, 
d'où 


4,01 V Eric 
fcrit Dom sa 


CHAPITRE III 


ONDES ÉLASTIQUES 


$ 22. Ondes élastiques dans un milieu isotrope 


S'il y a dans le corps en déformation mouvement, sa température 
n'est, en général, nullement constante, mais elle varie aussi bien 
dans le temps que d’un point à l’autre. Cette circonstance compli- 
que considérablement les équations exactes du mouvement dans 
le cas général de mouvements arbitraires. 

Mais, d'ordinaire, les choses viennent se simplifier du fait que 
la transmission de chaleur d’une région du corps à une autre (par 
simple thermoconductivité) s'opère très lentement. S'il n’y a pra- 
tiquement pas échange thermique dans des laps de temps de l’ordre 
de la période des mouvements vibratoires dans le corps, on peut 
poser que chaque région du corps est thermoisolée, c'est-à-dire que 
le mouvement est adiabatique. Mais lors de déformations adiabati- 
ques 0; s'exprime en fonction de w, par des formules de forme 
usuelle, avec la seule différence qu’on devra prendre au lieu des 
valeurs ordinaires (« isothermiques ») de £ eto leurs valeurs adiaba- 
tiques (cf. $ 6). Nous supposerons cette condition remplie dans ce 
chapitre, donc que E et © représentent leurs valeurs adiabatiques. 

Pour établir les équations du mouvement du milieu élastique, 


il faut égaler la force des contraintes internes Fe au produit 


de l'accélération ä; par la masse de l'unité de volume du corps, 
c'est-à-dire par sa densité p: 
“ 001k 
PU TA . (22,1) 
Telle est la forme générale des équations du mouvement. 
En particulier, les équations du mouvement d'un milieu élas- 


tique isotrope peuvent s’écrire directement par analogie avec l'équa- 
tion d'équilibre (7,2). On a: 


= E E : 
PÜ—= HT A+ st) graddivu. (22,2) 
9—834 
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Toutes les déformations étant supposées petites, les mouvements 
considérés en élasticité sont de petites oscillations, dites oscillations 
élastiques ou ondes. Nous envisagerons pour commencer une onde 
élastique plane dans un milieu isotrope illimité, c’est-à-dire une 
onde dans laquelle la déformation u est fonction d’une seule coor- 
donnée, soit z (et du temps). Toutes les dérivées par rapport à y 
et z dans les équations (22,2) sont nulles, et on obtient pour les 
diverses composantes de u les équations: 
duy 1 duy 


es eg rt 2h 22,3 
* or? ci di? (22,8) 


(avec la même équation pour u, que pour u,), où l'on a posé !: 


= E (—0) _ E 
Fe V> HFot—2o #7 Vs - (22,4) 


Les équations (22,3) sont des équations d'ondes usuelles à une 
dimension, c, et c, étant les vitesses de propagation de l’onde. On 
voit que la vitesse de propagation de l’onde est différente selon 
qu'il s’agit de la composante u, ou des composantes u, et u.. 

De la sorte, une onde élastique est constitueé en fait par deux 
ondes progressant indépendamment. Dans l'une d'elles (u,) le 
déplacement est dirigé le long de la propagation de l’onde elle- 
même ; une telle onde est dite longitudinale et progresse avec la vites- 
se c. Dans l’autre (u,, u.), le déplacement est dirigé dans le plan 
normal à la direction de la propagation; une telle onde est dite 
transversale et elle progresse avec la vitesse c. Notons que, comme 
il résulte de (22,4), la vitesse de propagation des ondes longitudinales 
est toujours plus grande que celle des ondes transversales. Savoir, 
on a toujours l'inégalité ? ei 

€ a>aV +. (22,5) 
On appelle souvent c, et c, vitesses longitudinale et transversale du son. 
__hOn sait que la variation de volume au cours d’une déformation 
est donnée par la somme des termes diagonaux du tenseur de défor- 
mation, c’est-à-dire par l’expression u;, = div u. Seules les compo- 


1 Nous donnerons aussi les expressions de cuet cs en fonction des modules 
de compression et de glissement et des coefficients de Lamé: 


- 4 D re 
JE V te y LE a=y À. 
3p p p 
2 Puisqu'’en fait o ne varie qu’entre O et 1/2 (cf. nota page 23), on a toujours 


aussi l'égalité plus forte 


CI > ct y 2. 
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santes u,, u, figurent dans l'onde transversale, et comme elles 
ne dépendent ni de y, ni de z, pour une telle onde div u = 0. De 
sorte que les ondes transversales ne sont pas liées avec la variation 
de volume dans les différentes parties du corps. Par contre, pour 
les ondes longitudinales div u 0; ces ondes sont accompagnées 
par des compressions et des dilatations. 

La décomposition d'une onde en deux parties progressant indé- 
pendamment avec des vitesses différentes peut aussi bien se faire 
dans le cas général d’une onde élastique quelconque (non plane) 
dans un espace illimité. 

Recopions l’équation (22,2) en y introduisant les vitesses c, et c: : 


ü — cf Au +- (ci — c?) grad divu. (22,6) 
Représentons le vecteur u par la somme de deux termes: 
u=u;+u, (22,7) 
dont l’un satisfait à la condition 
divu =0, (22,8) 
et l’autre à 
rotu;— 0. (22,9) 


On sait de l'analyse vectorielle qu'une telle représentation est 
toujours possible (c'est la représentation d’un vecteur par la somme 
du rotationnel d’un vecteur et du gradient d’un scalaire). 
Substituant u = u, + u, dans (22,6), il vient: 
üy + de = ci A (us + u) + (ci — cf) grad divu.. (22,10) 


Appliquons l'opérateur div aux deux membres de cette équation. 
Comme div u, — 0, on obtient: 
divü,;=ciAdivu;+(ci—c?)Adivu, 
ou 
div (ü;— cjAu,) = 0. 


Par ailleurs, le rotationnel de l'expression entre parenthèses est 
aussi nul en vertu de (22,9). Or, si rot et div d'un vecteur sont nuls 
dans tout l’espace, ce vecteur est identiquement nul. Ainsi donc, 


o?u 


Te — ciAur = 0. (22,11) 


Appliquant de même rot à (22,10) tout en ayant en vue que 
rot u,; = 0 et que le rotationnel d’un gradient est nul, on trouve: 


rot (ü nn ci Au:) =(. 
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Comme la divergence de l'expression entre parenthèses est aussi 
nulle, nous etrouvons de nouveau une équation de la forme (22,11): 


2 
D — c Aus = 0. (22,12) 

Les équations (22,11) et (22,12) sont des équations d'ondes 
usuelles (dans trois dimensions). Chacune d'elles correspond à la 
propagation d’une onde élastique avec, respectivement, la vitesse 
©; ou c. L'une de ces ondes (u,) n'est pas liée à la variation de 
volume (puisque div u; = 0), et l’autre (u,) est accompagnée de 
compressions et de dilatations volumiques. 

Dans une onde élastique monochromatique le vecteur déplace- 
ment s'écrit 


u = Re {u, (r) e—ivt}, (22,13) 
u, étant une fonction des coordonnées. Elle satisfait à l’équation 
ci Aus + (ci — c?) grad divus+e"uo = 0, (22,14) 


obtenue en substituant (22,13) dans (22,6). Les parties longitudinale 
et transversale de l'onde monochromatique vérifient les équations 


Au; + kfu; = 0, Aus + kfur = 0, (22,15) 


k, = w/cy, k; = w/c, étant les vecteurs d'onde des ondes longitudi- 
nale et transversale. 

Envisageons enfin la réflexion et la réfraction d’une onde élasti- 
que plane monochromatique à la surface de séparation de deux 
milieux élastiques différents. Il est alors à noter que le caractère 
de l'onde varie en général après réflexion ou réfraction. Une onde 
incidente purement transversale ou longitudinale est transformée 
en ondes mixtes contenant aussi bien des parties longitudinales 
que des parties transversales. Le caractère de l’onde ne varie pas 
{par raison de symétrie) si l’incidence est normale ou si, l’incidence 
étant quelconque, on a une onde transversale à vibrations parallèles 
au plan de séparation. 

Les relations déterminant les directions des ondes réfléchie et 
réfractée peuvent se déduire directement de la constance de la fré- 
quence et de celle des composantes du vecteur d’onde dans le plan 
tangent à la surface de séparation !. Soient 6 et 0’ les angles 
d'incidence et de réflexion (ou de réfraction), et c, c’ les vitesses 
des deux ondes considérées. Alors, 


LR (22,16) 


1 Cf. « Mécanique des fluides», $ 65. Toutes les considérations qui 
y sont exposées s'appliquent intégralement ici. 
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Supposons, par exemple, l’onde incidente transversale. Alors 
c = cu est la vitesse des ondes transversales dans le premier milieu. 
Comme on a aussi c’ = c:1 pour l’onde transversale réfléchie, (22,16) 
donne 
0—67, 


c'est-à-dire que l'angle de réflexion est égal à l’angle d'incidence. 
Mais si l’onde réfléchie est longitudinale, on a €’ = cu, et 
sinÔ ces 


sin8” cr 


On a pour la partie transversale de l'onde réfractée c’ = ce, et si 
l'onde incidente est transversale : 


sin6 CT 


Problèmes 


1. Trouver le facteur de réflexion pour une onde longitudinale monochro- 
matique pour une incidence quelconque sur un corps placé dans le vide 1. 

Solution. L'’angle d'incidence étant arbitraire, on a des ondes réflé- 
chies longitudinale et transversale. Par raison de symétrie, il est a priori évident 
que le vecteur déplacement dans l'onde réfléchie transversale est tout entier 
contenu dans le plan d'incidence (fig. 20; nç, ny, n, sont les vecteurs unités 
des directions de l'onde incidente, des ondes réfléchies longitudinale et trans- 
versale, et u,, uy, u, sont les vecteurs déplacements correspondants). Le dépla- 
cement total dans le corps est égal à la somme (pour abréger, on a omis le facteur 
commun dans e—iwl) 


u = Aonoe "9 + Aynye + Aoa X nyetnt® 
(a est le vecteur unité normal au plan d’incidence). Les valeurs absolues des 
vecteurs d'ondes sont: k5 = kr = — ki = net les angles d'incidence 6, et 
l 


de réflexion 64, 8, sont reliés par 0, = @,, sin 0, = sin da On obtient pour 
les composantes du tenseur de déformation à la frontière du corps: 
Uxx = iko (Ao + 41) cos? 00 + iAeks cos 64 sin 64, 
un = üko (4o+ bi), 


Uey = iko (4o— 41) sin 69 cos 8o++ Arke (cos? 64 — sin? 04) 


1 Pour le cas plus général de la réflexion d'ondes sonores par la surface 
de séparation d’un corps solide et d’un liquide, les ondes se propageant initiale- 
ment dans le liquide ou le solide, voir le livre: L. Brékhovskikh, Ondes dans les 
milieux stratifiés, Editions de l'Académie des Sciences de l'U.R.S.S., 1957, $ 4. 
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(on a omis les facteurs exponentiels communs). Les composantes du tenseur 
des contraintes se calculent à l'aide de la formule générale (5,11), qu’il est 
commode ici d'écrire sous la forme 

Gun = 2pcruir + p (ci —2c?) urdix. 


Les conditions aux limites à la surface libre du milieu stipulant o;ynx = 0, 
on en déduit Oxx — Oyx — 0, et on obtient deux équations qui permettent 
d'exprimer 4, et A, en fonction de 4,. Le calcul donne: 


c?sin 284 sin 20, —c? cos? 28, 
AA 2cuce sin 280 cos 206 =. 
ci sin 20/4 sin 209 + cf cos* 204 


Ay= 


Pour 8, = 0 on a Ay= — 45, À = 0, c'est-àdire que l'onde réfléchie est 
tout entière longitudinale. Le rapport de la composante normale à la surface 


Fig. 20 


dé milieu de la densité du flux d'énergie dans l'onde longitudinale réfléchie 
an même flux dans l'onde incidente est 


Ar 
r=|#| . 


Rd 


On a une relation analogue pour l'onde transversale réfléchie : 


R _Mcs cos 04 | 4e [* 
pe Cr cos 80 A * 
Bien entendu, Rr+ Rr = 1 


2. Même problème si l'onde incidente est transversale (et si les vibrations 
sont contenues dans le plan d'’incidence) 1. 


1 Si les vibrations sont normales au plan d'incidence, l'onde est tout 
entière réfléchie telle, de sorte que AR? = 1. 
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Solution. L'onde est réfléchie sous forme d'ondes transversale et 
longitudinale, avec 0, = 66, c sin 84 = cy sin @. Vecteur total de déplacement : 


i ik ik 
u=a X no4pe Ko°_L ny Age Fa X nsAse a, 
On obtient pour les amplitudes des ondes réfléchies les expressions: 
A, <isin 20, sin 20—c? cos® 266 
Ag  césin 26, sin 209 +c?cos® 260 ” 
A 2cyc4 sin 20, cos 209 
A  césin 20, sin 20, + c?cos? 209 
3. Déterminer les fréquences des vibrations propres radiales d'une boule 
élastique de rayon À. 
Solution. Choisissons l'origine des coordonnées sphériques au centre 
de la boule. Les vibrations étant radiales, u est dirigé suivant le rayon et ne 


dépend que de r (et de t). Par conséquent, rot u = 0. Introduisons le « potentiel » 
de déplacement p en accord avec u, — u — 0p/ôr. L'équation du mouvement 


exprimée à l'aide de @ se réduit à l'équation d’onde c? Ag = , ou pour des 
vibrations périodiques dans le temps (— e —iat) : 


4 9 


= 2 0P N\ _ _pe 0" 
pm dE (a) es. 


ci 
La solution finie dans toute la boule, y compris le centre, est 
sin kr 


(1) 


p=4A 


(on a omis le facteur temporel). Contraintes radiales: 
Orr = {(cÿ —2cf) ut 2 u,,}=p {(cf —2c$) Ap+2c%p"} 
ou, utilisant l'équation (1): 
1 < a 1; ; 
Poe TE . @) 


La condition à la limite o,, (R) = 0 conduit à l'équation 
ER _ 1 
ER  1—(kRoa/2c)° ‘ 


Ses racines définissent les fréquences des vibrations propres © = cyk. 

4. Déterminer la fréquence des vibrations radiales d'une cavité sphérique 
dans un milieu élastique illimité avec c; © « qe Isakovitch, 1949). 

Solution. Dans un milieu illimité, les vibrations radiales d’une 
cavité se font avec rayonnement d'ondes sonores longitudinales, d'où perte 
d'énergie et amortissement des vibrations. Pour c; S c4 (c'est-à-dire X du), 
<e rayonnement est faible et on peut dire qu'on a des fréquences propres de 
vibrations avec un faible facteur d'amortissement. 

Cherchons la solution de l'équation (1) sous la forme d'une onde sphérique 
divergente: 


(3) 


ouA etkr . © 


r ? & ° 


en vertu de (2), on déduit de la condition à la limite o,, (R) = 0: 


cr \3 
(art =4({—ikR). 
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D'où (pour «: à «): 
__ 2ct - ct 
= (1 0 


La partie réelle de w donne la fréquence propre des vibrations, et la partie 
imaginaire, le facteur d'amortissement ; dans un milieu incompressible (cy—> oo) 
on n'aurait évidemment pas d'amortissement. Ces vibrations sont le résultat 
spécifique de la résistance du milieu au glissement (1 -£ 0). Notons que pour 
celles-ci kR = 2c/cy & 1, c'est-à-dire que la longueur d'onde correspondant 
à ces vibrations est grande devant R (il est intéressant de comparer ceci avec 
les vibrations d’une sphère élastique, pour lesquelles pour c; © c+ la première 
fréquence propre est définie, en vertu de (3), par la relation &R = x). 


$ 23. Ondes élastiques dans les cristaux 


La propagation des ondes élastiques dans un milieu anisotrope, 
c'est-à-dire dans les cristaux, obéit à des lois plus complexes que 
la propagation des ondes dans un corps isotrope. Etudiant de telles 
ondes on aura recours aux équations générales du mouvement 


= __ OO 
Cl dTR 


et on utilisera pour oi l'expression générale (10,3) : 
Oin = Mnimlime 
D'après ce qu’on a dit au début du paragraphe précédent, on suppo- 
sera partout que les À;:m sont les valeurs adiabatiques des modules 
d'élasticité. 
Substituant o;, dans les équations du mouvement, il vient: 


= ho, im  Mhim Ô (Ôur | Oum 
QU ikim ge, 2 Oz Om | 0 
1 Sur 1 Sum 
2 Anim 3 Dan T2 Rixim Ôzk 07, 


{ 
Le tenseur ÀAixm étant symétrique sur les indices ! et m, on voit 
aussitôt en échangeant entre eux les indices de sommation / et m 
_dans le deuxième terme qu'il est égal au premier. De sorte qu’on 
obtient les équations du mouvement sous la forme 
dun 
zx 0 . (23, 4) 
Considérons une onde élastique monochromatique dans un cristal. 
On devra à cet effet chercher la solution des équations du mouvement 
sous la forme 


pi = Anim 


(les us, sont des constantes), le lien entre le vecteur d’onde k et la 
fréquence w doit être défini de sorte que la fonction ainsi écrite 
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satisfasse effectivement à l'équation (23,1). La dérivation de u; par 
rapport au temps fait apparaître le facteur —ài w, et la dérivation par 
rapport à æ», le facteur ikx. Ceci étant, l'équation (23,1) devient. 
après substitution 


pou; = Ainimhrkium. 
Ecrivant u; — Üimum, recopions cette égalité sous la forme 
(P@°* dim — Ainimhaki) Um = 0. (23,2) 


C'est là un système de trois équations homogènes du premier degré 
par rapport aux inconnues w,, uy, u.. On sait qu'un tel système 
n'a de solutions non nulles que si le déterminant formé avec les 
coefficients des un est nul. De sorte qu'on doit avoir la condition 


LAtrimhnkr — PO? im | = 0. (23,3) 


C'est là une équation du troisième degré en w° qui a, en général, 
trois racines distinctes. Chacune d'elles définit la fréquence comme 
fonction du vecteur d'onde k !. Si l’on reporte à tour de rôle ces 
racines dans les équations (23,2), on en déduit les composantes du 
déplacement correspondant u, (plus précisément, en vertu de l’homo- 
généité des équations, seuls sont déterminés les rapports entre les 
trois composantes u,, mais non leurs valeurs absolues, de sorte que 
tous les u, peuvent encore être multipliés par une même constante 
arbitraire). 

La vitesse de propagation de l’onde (vitesse de groupe) est donnée 
par la dérivée de la fréquence par rapport au vecteur d'onde. La 
fréquence étant proportionnelle à la valeur absolue de k dans un 
corps isotrope, la direction de la vitesse Uu=R coïncide avec celle 
de k. Une telle relation n'ayant pas lieu dans les cristaux, la 
direction de la propagation de l’onde n'est pas confondue avec celle 
de son vecteur d'onde. 

L'équation (23,3) montre que w est une fonction homogène du 
premier degré des composantes 4, de k (si l’on introduit en tant 
que quantité inconnue le rapport w/k, les coefficients de l’équation 
ne dépendent pas de 4). En conséquence, la vitesse de propagation 


_ est une fonction homogène de degré zéro des k;. Ainsi, la vitesse 


de l'onde, étant fonction de sa direction, ne dépend pas de la fré- 
quence. 

Vu l'existence de trois différentes relations entre © et k, on a, 
en général, pour chaque direction dans le cristal trois vitesses de 


1 Dans un corps isotrope cette équation conduirait à un résultat que nous 
connaissons déjà: à une solution w° — c?k’ et à deux solutions coïncidentes 


w1= cik. 
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propagation distinctes des ondes élastiques. Ces vitesses ne peuvent 
<oïncider que dans certaines directions exceptionnelles. 

Dans un milieu isotrope, à deux vitesses de propagation diffé- 
rentes correspondaient des ondes purement longitudinales et pure- 
ment transversales. Dans un cristal, par contre, il correspond à cha- 
que vitesse de propagation une onde dont le vecteur déplacement 
a des composantes aussi bien parallèles que perpendiculaires à la 
direction de la propagation. | 

Notons, enfin, la circonstance suivante. On peut avoir pour 
chaque vecteur d'onde donné k-dans un cristal trois ondes (avec 
différentes fréquences et vitesses de propagation). Il est facile de 
voir que les vecteurs déplacement u dans ces trois ondes sont ortho- 
gonaux. En effet, pour k donné, (23,3) peut être considérée comme 
l'équation déterminant les valeurs principales pw° du tenseur symé- 
trique (sur les indices à, m) de rang deux Aiximkxk !. Les équations 
(23,2) déterminent alors les directions principales de ce tenseur, 
qui, comme on sait, sont orthogonales. 


Problème 


Trouver la dépendance de la fréquence par rapport au vecteur d'onde pour 
des ondes élastiques se propageant dans un cristal du système hexagonal. 
Solution. Les composantes non nulles de Asxrm dans les coordonnées 
z, y. z sont liées à ses composantes dans les « coordonnées » E, n, z (cf. $ 10) 
par les relations: 
Acexz = Ayyyy = +b, hexyy = —b, Acyey = D 
xxzz = hyyzz = Ci Âxzxz = Ayzyz =d, sf, 
où l’on a posé 
Rgnën = 40; Âgënn = 86, Agnzz = 20, Rgznz = 2d. 
L'axe des : est dirigé suivant l'axe de symétrie du sixième ordre, et les irec- 
tions des axes z, y peuvent être choisies arbitraires. Choisissons le plan x, z 
de sorte qu'il contienne le vecteur d'onde k. Alors: 
. kx=ksin0, k,=0, k,—=kcos0, 
étant l'angle entre k et l'axe des z. Formant l'équation (23,3) et la résolvant, 


-on obtient trois différentes dépendances de © par rapport à k: 


_ 


et sin? 0 -+ d cos? 0), 
2 
8,5 = 7 {(a+-b) sin® 0+ f cos? 0+ d + 


+ V{I(a+b—d) sin? 8 +(d—f) cos? 0[*+ 4 (c + d)® sin? 0 cos? 6}. 


1 En vertu des propriétés de symétrie de Ayxtm, O0 a! 
Aikimkaki= Animikaki= Aminiknks. 
La dernière expression ne se distingue de Amariknxky que par la désignation des 


indices de sommation k et !, ce qui prouve que le tenseur Ax1mkxk est effective- 
ment symétrique. 
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$ 24. Ondes superficielles 


Les ondes se propageant au voisinage de la surface d’un corps 
sans pénétrer à l’intérieur (ondes de Rayleigh) constituent un type 
particulier d'ondes élastiques. 

Ecrivons les équations du mouvement sous la forme (22,11) 
et (22,12): 

PU _ Au —0 (24,1) 


(u étant une quelconque des composantes des vecteurs u,, u,, et c 
la vitesse correspondante c, ou c,) et cherchons les solutions corres- 
pondant à de telles ondes superficielles. On supposera la surface 
du milieu élastique plane (et illimitée). Nous prendrons ce plan 
pour plan x, y , et nous supposerons z << 0 dans le milieu. 

Envisageons une onde superficielle monochromatique « plane » 
progressant le long de l’axe des z. Nous écrirons en conséquence 
u sous la forme 

u = eitkx—at) j (). 


Substituant cette expression dans (24,1), on obtient pour f (2) 
l’équation 

d?f _ fre &? 

=) tr 


Si k° —F< 0, cette équation conduit à une fonction périodique f, 


c'est-à-dire qu'on obtiendrait une onde plane ordinaire non évanes- 
cente dans tout le volume du corps. Nous considérerons donc que 


k2 — cs > 0. On obtient alors pour f des solutions de la forme 


f(z) = const-exp (+ V6 . 


La solution avec le signe moins dans l’exposant correspondrait à 
une déformation croissant indéfiniment en profondeur (c’est-à-dire 
pour z << 0). Une telle solution étant dénuée de sens, nous retien- 
drons le signe plus dans l’exposant. 

Nous sommes donc conduits à la solution suivante des équations 
du mouvement : 


u = const-eilhx-ut) ex:, (24,2) 
où 
= 6%. (24,3) 


Elle correspond à une onde rapidement (exponentiellement) amortie 
en profondeur, c'est-à-dire se propageant seulement au voisinage 
de la surface. x définit la vitesse de cet amortissement. 
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Le vrai vecteur de déformation u dans l'onde est la somme des 
vecteurs u, et u,, chacune des composantes de ces vecteurs satisfai- 
sant à l'équation (24,1) avec la vitesse c = c, pour u, et c = ce 
pour u. Dans le cas d'ondes volumiques dans un milieu illimité 
ces deux parties sont des ondes se propageant indépendamment l'une 
de l’autre. Mais si les ondes sont superficielles, une telle séparation 
en deux parties indépendantes est impossible (grâce à l'existence 
de conditions aux limites). Le vecteur déplacement u doit être 
une certaine combinaison linéaire de u, et us. En ce qui concerne 
ces vecteurs, il n’ont plus le sens intuitif de composantes du dépla- 
cement parallèles et normales à la direction de la propagation. 

Pour trouver la combinaison linéaire de u, et u, définissant le 
vrai déplacement u, on aura recours aux conditions aux limites 
à la frontière du corps. Celles-ci donnent aussi le lien entre le vecteur 
d'onde k et la fréquence ©, et donc la vitesse de propagation de l’on- 
de. A la surface libre doit être observée la condition oysnx = 0. 
La normale n étant confondue avec l'axe des z, on en déduit les 
conditions 


Oxz — Oyz — Orz — 0, 
d’où 
Ux:=0, u,;—=0, © (uxzx +uyy) + (1—0)u:: = 0. (24,4) 


Toutes les quantités ne dépendant pas de la coordonnée y, la 
deuxième de ces conditions donne 


"4 ôuy du Li duy ce, 
er (Sr+ SE) 0 
Compte tenu de (24,2), ceci donne 
u, =(0. (24,5) 


! 
De la sorte, dans une onde superficielle le vecteur déformation u 
‘est contenu dans le plan mené par la direction de la propagation 
perpendiculairement à la surface. 
La partie « transversale » u, de l’onde doit satisfaire à la con- 
dition (22,8) div uw, — 0,ou 


dutz dutz _ 
ae a 


La dépendance de u,, et de u,, par rapport à x et z est déterminée 


par le facteur e'**###?, 4, ayant pour expression (24,3) avec c = «, 
soit 
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Ceci étant, la condition écrite conduit à l'égalité 


ikusx + kr: = 0, 
ou 


De sorte qu’on peut écrire : 


tkx+x,2z— it 
, 


Utx = KXae Un = —ikaetetrs-iot (24,6) 


a étant une constante. 
La partie « longitudinale » u, satisfait à la condition (22,9) 
rot u,y = O0 ou 
Suite _ dus _p 
ôz ôz ’ 


ikuy; —Hiux = 0 (u= V +) y 


De sorte qu'on doit avoir: 
x = kbe = Pas-iut 


d’où 


un = —irber<hus-iot (24,7) 


d étant une constante. 

Utilisons à présent les première et troisième conditions (24,4). 
Exprimant u;, en fonction des dérivées de u, et introduisant les 
vitesses c,; et c., recopions ces conditions sous la forme 


(24,8) 


ci Le + (ci —2ci) = LS = 0. 
On substituera ici 
Ux = Uix + Uixs Uz = Uz + Utz- 

Après quoi, la première condition (24,8) donne l'équation 

a (A+ xf) + 2bkx; = 0. (24,9) 
La seconde conduit à l'égalité 

2ac?#sk + b [ci (x? —k?) + 2c?k?] = 0 

Divisant cette équation par c? et substituant 


o? 
#1 — = = (x) FR 


nous la recopierons sous la forme 
2akek + b (4? + x?) = 0. (24,10) 
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Les deux équations homogènes (24,9) et (24,10) sont compatibles 
si 
(A+ kr) = 4ktxkr 


ou, élevant au carré et substituant les valeurs de x?, x?: 
oo? \4 w? 2 o? 
(2-7 — 1644 (er) (x +) (24,11) 
Cette équation donne le lien entre w et k. Il est commode de poser 


pour cela 

o= cthE. (24,12) 
Alors 48 se réduit dans les deux membres de l'équation et, dévelop- 
pant les parenthèses, on obtient pour & l'équation 


Es SE + 8E° (3—2 46 (5 =0. (24,13) 


Ceci montre que È est un nombre ne dépendant que du rapport _ 
t 


qui est une constante caractéristique de chaque substance donnée, 
et qui, de son côté, ne dépend que du coefficient de Poisson : 


#=] / 1—26 
œ 2(1—0) ‘ 
Bien entendu, & doit être réel positif et aussi E << 1 (pour que 


#%r, X soient réels). L’équation (24,13) n'a qu'une seule racine 


F 
100 


a35 


030 


0 /k f2 6 
Fig. 21 


satisfaisant à ces conditions, de sorte qu'on obtient une seule valeur 
déterminée de E pour chaque valeur donnée de c/c. 

De la sorte, pour les ondes superficielles, ainsi que pour les 
ondes volumiques, la fréquence est proportionnelle au vecteur d'onde. 
Le coefficient de proportionnalité est la vitesse de propagation 
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de l’onde 
U = cë. (24,14) 


Ceci détermine la vitesse de propagation des ondes superficielles 
en fonction des vitesses c: et c, des ondes volumiques transversales 
et longitudinales. Le rapport des amplitudes des parties transversale 
et longitudinale de l’onde est donné d’après la valeur de E par la 
formule 

a 2—E? 


| 2VIE 


vhoE (24,15) 
Le rapport c/c; varie en fait pour diverses substances de 1/V2 
à 0, ce qui correspond à © variant de 0 à 1/2; alors Ë varie de 0,874 
à 0,955. La fig. 21 représente le graphique de £ en fonction de 0. 


Problème 


Une couche à faces planes parallèles d'épaisseur h (milieu 1) repose sur 
un demi-espace élastique (milieu 2). Déterminer la fréquence en fonction du 
vecteur d'onde pour des ondes transversales dans la couche, les vibrations 
étant parallèles aux faces de la couche. 

Solution. Prenons le plan de séparation de la couche et du demi- 
espace pour plan r, y, et faisons correspondre au demi-espace élastique les 
2 <0; on a alors pour la couche k > z >> 0. Dans la couche: 


Me=t=0, jf (e) 0-09, 


et nous écrirons dans le milieu 2 l'onde amortie en profondeur 
z ue wo? 
Uxo = Ua =0, uyr= Aë? eltrx #9: = 1%. 


On a pour la fonction f(:) l'équation 


f"Hxif—=0, #1= ie 


ft 


(on verra ci-dessous qu'on doit avoir x? = 0), d'où 
f(:)=B sin x: +C cos x12. 


On doit avoir sur la surface libre de la couche (2 = k) 6,7 = 0, c'est-à-dire 

du 1 
que = 0, et à la frontière entre les deux milieux (: = 0) les conditions: 
dun dupe 


Un Mb 


(U1, d2 sont les modules de glissement des deux milieux). On déduit de ces. 

SonAIsIenS trois équations pour À, B, C, dont la condition de compatibilité 
onne 

H2%2 


tg 1h = ë 
de Hi%i 
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Cette équation définit sous forme implicite w en fonction de k; elle n'a de solu- 
tions que pour x, et x, réels, de sorte qu’on a toujours m>T > cs Ceci 


prouve que la propagation des ondes envisagées n'est possible que si c2 > cts. 


$ 25. Vibrations des barres et des plaques 


Les ondes se propageant dans les plaques et les barres minces 
se distinguent foncièrement de celles dans un milieu illimité dans 
toutes les directions. Il s'agit èn l'occurrence d'ondes dont la lon- 
gueur est grande par rapport à l'épaisseur de la barre ou de la pla- 
que. Dans le cas limite opposé où les longueurs d'onde sont petites 
par rapport à l'épaisseur, la barre, ou la plaque, peut être assimilée 
à un milieu illimité dans toutes les directions, et on retrouverait 
les relations qui ont lieu dans un tel milieu. 

Il conviendra de distinguer les ondes à vibrations parallèles 
à l'axe de la barre ou au plan de la plaque des ondes à vibrations 
transverses. Nous envisagerons pour commencer les ondes longitudi- 
nales dans les barres. 

Une déformation longitudinale d'une barre (il s’agit d’une défor- 
mation uniforme dans toute la section) dont la surface latérale 
n'est pas soumise à des forces extérieures est une traction ou une 
compression simple. De sorte que les ondes longitudinales dans 
une barre constituent des tractions ou compressions simples se pro- 
pageant suivant sa longueur. Mais au cours d'une traction simple 
seule n'est pas nulle la composante 0,, du tenseur des contraintes 
(l'axe des z est confondu avec celui de la barre), le lien entre cette 
composante et le tenseur de la déformation étant (cf. $ 5): 


du 
4: * 


Oz: == Eu; = E 


! 
Substituant ceci dans l'équation générale du mouvement 


00h 


re Pü: = drr 


on trouve 
du: ô?u 
Ha (25,1) 


qui est l'équation des vibrations longitudinales dans une barre. 
Nous voyons qu'elle a la forme usuelle de l'équation des ondes. 
La vitesse de propagation des ondes longitudinales dans les barres 


est donc égale à 
E 
V=. (25,2) 
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La comparant avec l'expression (22,4) de cy, on voit qu’elle est 
plus petite que la vitesse de propagation des ondes longitudinales 
dans un milieu illimité. 

Venons-en aux ondes longitudinales dans les plaques minces. 
On écrit aussitôt les équations du mouvement de telles vibrations 


en dore dans les équations d'équilibre (13,4) — Ph = et 
—ph Le ÿ au lieu de P, et P,: 
p ô?u, 1 du ux 1 ou, 
FE 2  1—0 072 + dy? F5G 5 dy roy ? (5,3) 
p Puy 1 ou, 1 és 1 ous ? 


Envisageons une onde « plane » se propageant le long de l’axe des x, 
c'est-à-dire une onde dans laquelle la déformation ne dépend que 
de la coordonnée zx, mais non de y. Alors les équations (25,3) se 
simplifient considérablement et prennent la forme 


LT E Pux duy E ou, _ 
= =0, A HpÜ+o) —=0. (25,4) 
Nous retrouvons encore les équations d'ondes usuelles. Les coeffi- 
cients qu’elles contiennent sont différents pour u, et u,. La vitesse 
de propagation d’une onde à vibrations parallèles à la direction de la 


propagation (u.) est 
E 
Vs (25,5) 


En ce qui concerne la vitesse de l’onde (u,) dont les vibrations sont 
normales à la direction de la propagation (mais, comme auparavant, 
situées dans le plan de la plaque), elle est égale à celle c,; des ondes 
transversales dans un milieu illimité. 

Nous voyons donc que les ondes « longitudinales » dans les barres 
et les plaques ont le même caractère que les ondes dans un milieu 
illimité ; elles ne se distinguent de celles-ci que par la grandeur de la 
vitesse, qui, comme auparavant, est indépendante de la fréquence. 
Mais tout autres sont les relations pour les ondes de flexion dans 
les plaques et barres, alors que les vibrations s'effectuent normale- 
ment à l’axe de la barre ou au plan de la plaque, c'est-à-dire qu'elles 
entraînent flexion. 

Les équations des vibrations libres d’une plaque peuvent s'écrire 
directement en partant de l’équation d'équilibre (12,5). A cet effet, 
il faut y remplacer —P par le produit de l'accélération & et de 


10—834 
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la masse ph par unité d'’aire de la plaque. On obtient de la sorte: 


at RE . 
Pr tue A0 (9) 


(A est l'opérateur de Laplace à deux dimensions). 
Considérons une onde élastique monochromatique, et cherchons 
en conséquence la solution de l'équation (25,6) sous la forme 


b= const. eitur-ut) (25,7) 


(bien entendu, le vecteur d’ondè k n’a que deux composantes 4, et 
ky). La substitution dans (25,6) conduit à l'équation 


On en déduit la relation suivante entre la fréquence et le vecteur 
d'onde 
R?2E 
— 2 Er 
o= k Bi) * (25,8) 

De sorte que la fréquence est proportionnelle au carré de la valeur 
absolue du vecteur d’onde, alors qu'elle est proportionnelle à son 
premier degré dans les ondes dans un milieu illimité. 

Connaissant le lien entre la fréquence et le vecteur d'onde, on 
peut déterminer la vitesse de propagation de l’onde d’après la for- 
mule 


Les dérivées de k? par rapport aux composantes 4, et Æ, sont respec- 
tivement égales à 2k,, 2k,. De sorte que la vitesse de propagation 
de l'onde s'écrit: 


° SAP EURE — 
u=y Task (25,9) 


Æfe est proportionnelle au vecteur d'onde, et non pas constante, 
comme pour les ondes dans un milieu à trois dimensions illimité !. 

On obtient des résultats analogues pour les ondes de flexion dans 
les barres minces. Les vibrations de flexion de la barre seront suppo- 
sées petites. On obtient les équations du mouvement en remplaçant 
dans les équations d'équilibre d’une barre faiblement infléchie 


1 Le vecteur d'onde k = 2. où À est la longueur d'onde. Donc la vitesse 


de propagation devrait indéfiniment croître lorsque À + 0. L’absurdité physique 
de ce résultat est due à ce que la formule (25,9) ne convient pas en réalité aux 


ondes courtes. 
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(20,4) —K;, —K, par les produits des accélérations X, Ÿ et de la 
masse pS de l'unité de longueur de la barre (S est l’aire de la section). 
De la sorte, 


pS*=EI, +, pSŸ EI. + (25,10) 


dzt © 


Nous chercherons la solution de ces équations de nouveau sous 
la forme 


X = const-ei@z-of),  Y = const-eftk:-ut), 
Substituant dans (25,10), on obtient la relation suivante entre la 
fréquence et le vecteur d'onde: 


ET EI 
PSS uEr or (25,14) 


respectivement pour les vibrations suivant les axes x et y. Les vitesses 
de propagation correspondantes sont : 
El, 


(x) _ 
U* —2 55 


k, UV 2 PE k. (25,12) 


Signalons enfin le cas particulier des vibrations de torsion. Les 
équations du mouvement d’une barre effectuant de telles vibrations 
s’obtiennent en égalant C (ct. $ 18) à la dérivée par rapport au 
temps du moment cinétique de la barre rapporté à l'unité de lon- 
gueur. Ce moment est égal à p7 , “ étant la vitesse angulaire de 
rotation (p est l’angle de rotation de la section donnée de la barre), 
et I = \ (z° + y?) df le moment d'inertie de la section par rapport 


à son centre d'inertie (lors de vibrations de torsion pure chaque section 
de la barre effectue des vibrations rotatoires autour de l'axe d'iner- 


tie qui reste fixe). Ecrivant rt — æ , on obtient l'équation du mou- 
vement sous la forme 


CR =pI +. (25,13) 


On voit que les vibrations de torsion se propagent le long de la barre 


avec la vitesse 
C 
V 7. (25,14) 


148 ONDES ÉLASTIQUES 


Problèmes 


1. Trouver les fréquences des vibrations RL Ho vs propres d’une 
barre (de longueur !) encastrée à une extrémité et libre à l’autre. 
Solution. On doit avoir à l'extrémité encastrée (z = 0) u, = 0, et 


à l'extrémité libro (2 = 1)0,, = Eu,, = 0, c'est-à-dire 2 0, Cherchons la 


dz 
solution de l'équation (25,1) sous la forme u, = À cos (wt+- &) sin kz, avec k = © 
£ . De la condition pour z = ! on déduit cos &! = 0, et il vient pour les 


fréquences propres 
E nn, 
o = V T art) 
les n étant des entiers. 


2. Même problème pour une barre dont les deux extrémités sont libres 
ou encastrées. 
Solution. Dans les deux cas 


TE x 
© = —— n. 
p | 


3. Trouver les fréquences des vibrations propres d’une corde (de longueur l). 
Solution. L'équation du mouvement de la corde est 


{comparer avec l'équation d'équilibre (20,17)]. Conditions aux limites: X = 0 
pour z = 0,/. Fréquences propres 


852 
A : AE 
4. Trouver les fréquences transversales propres d’une barre (de longueur !) 


aux extrémités encastrées. | 
Solution. Lorsqu'on substitue 
{ 


3 X= X) (:) cos (ot + a) 
dans l'équation (25,10), elle devient 


diXo 
dz4 


=XxiXo, Xt—=0-——. 


L'intégrale générale de cette équation est 
Xo= À cos xz+ B sin xz+C ch xz+ D sh xz. 
Les constantes À, B, C, D se déterminent à partir des conditions aux limites 
x=0,%% = 0 pour := 0,1. On obtient finalement: 
Z 
Xo= A {(sin xl—sh xl) (cos xz— ch xz)—(cos x1—ch xl) (sin xz—sh xz)} 


et l'équation 
cos xl ch x1—1, 
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dont les racines donnent les fréquences propres des vibrations. La plus petite 
des fréquences propres est 


Emi } Eur 
13 ps 
5. Même problème pour une barre aux extrémités appuyées. 
Solution. Elle est analogue à celle du problème 4. On obtiem 
Xo=A sin xz, 
et les fréquences étant déterminées par sin xl = 0, c'est-à-dire que 


x=T (n=1, 2, sa) 


La fréquence minimum est 


9,87 Ely 
Omin=— V PS L 


s 


; 6. Même problème pour une barre encastrée à une extrémité et libre à 
autre. 
Solution. On obtient pour le déplacement 


Xo= À {(cos xl ch x!) (cos xz—ch xz)+ (sin x/— sh xl) (sin xz—sh xz)} 
(l'extrémité encastrée est z = 0, l'autre : = {), et l'équation 
cos xl ch xl + 1—=0 
pour les fréquences propres. La fréquence minimum est 


3,52 Ely 
Omin— 3 PS ‘ 


7. Trouver les fréquences propres des vibrations d'une plaque rectangulaire 
(de côtés a et b) à bords appuyés. 

Solution. Après substitution de 

E=Co(z, y) cos (@t+ a), 
l'équation (25,6) devient 
12p (1 — 02) 
xt) — 4 ç@2 LT? 
AAto—ktto=0, xi=0 EE é 
Prenons les côtés de la plaque pour axes de coordonnées. Les conditions aux 
limites (12,11) deviennent : 
CU a 


pour z—0, a: &—0, Ze 0: 
. ro 2 
pour y=0, b: E—0, ET 
La solution satisfaisant à ces conditions est 
to= Asin MIE in FE 


(m, n sont des entiers), les fréquences étant données par l'égalité 


ni — MICPEI CE 
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8. Trouver les fréquences propres des vibrations d’une membrane rectan- 
gulaire (de côtés a et b). 
Solution. Equation des vibrations de la membrane: 


TAL=phE 


[comparer avec l'équation d'équilibre (14,9)]. Les bords de la membrane 
doivent être maintenus de sorte que & = 0. La solution correspondante pour 
la membrane rectangulaire est 


. MNT . nx 
T=Asin sin 2Ÿ cos ut, 


a b 


où les fréquences propres 


(m, n sont des entiers). 

9. Trouver la vitesse de propagation des vibrations de torsion dans des 
barres de sections: cercle, ellipse, male équilatéral, ainsi que dans une 
barre en forme de plaque mince rectangulaire très allongée. 

Solution. Pour la section circulaire (de rayon A) le moment d'inertie 


4 
I = is ; prenant C dans le prob. 1 $ 16, on obtient pour la vitesse la valeur 


VE. coïncidant avec la vitesse c1. 


De même (utilisant les résultats des prob. 2, 3, 4 du $ 16), on obtient 
pour la barre elliptique la vitesse 


2ab v'£ , 
au V 9! 


pour la barre en triangle équilatéral 
Æ, 
5p ‘ 
pour la barre en forme de plaque rectangulaire allongée 


3 h VE 
: ” d p ‘ 
Toutes ces vitesses sont inférieures à «4. 
- 40. La surface d'un liquide incompressible infiniment profond est recouverte 
ar une plaque élastique mince. Déduire le lien entre le vecteur d'onde et la 
réquence pour des ondes se propageant simultanément dans la plaque et la 
couche superficielle du liquide. 
Solution. Prenons le plan de la plaque pour plan : = 0, et l'axe 
des z dans la direction de la propagation de l'onde; prenons : << 0 dans le 
liquide. L'équation du mouvement d'une plaque libre est 


25 RE  ô1& 


(po est la densité du matériau de la plaque). En présence du DE TL il faut 
ajouter au second membre de cette équation la force avec laquelle le liquide 
agit sur { cm? de plaque, savoir la pression du liquide p. Or, la pression dans 
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l'onde s'exprime au moyen du potentiel de la vitesse par la relation p =—p a 
(on néglige le champ de la pesanteur). Ceci posé, on obtient l'équation 
at hSE 64 6 
PRE — 1201-00 on Po | x (S) 


Puis, la composante normale de la vitesse du liquide à sa surface devant être 
égale à la vitesse des points de la plaque, on en déduit la condition 


Ci SL 

dt 0: Le à @) 
Le potentiel @ doit satisfaire dans tout le volume du liquide à l'équation 

LPS ELLE À (3) 


x? ‘ ô:° 


Cherchons & sous la forme d’une onde courante: & = &peïkx — iof ; nous prendrons 
en conséquence la solution de l'équation (3) sous la forme d’une onde superfi- 
cielle s'amortissant en profondeur: @ =@pei (ix-wt) ekz. Substituant ces expres- 
sions dans (1) et (2), on obtient deux équations pour ® et &, dont on déduit 
de la condition de compatibilité 

QUO ks 
_ 12(1—0?) (p+hpok)" 


$ 26. Vibrations anharmoniques 


Toute la théorie des vibrations élastiques précédemment exposée 
est approchée dans le sens même de l'approximation de la théorie 
de l'élasticité basée sur la loi de Hooke. Rappelons qu'elle part 
du développement de l'énergie élastique en série des puissances 
du tenseur de déformation, seuls étant retenus les termes jusqu'au 
second ordre inclus. En conséquence,. les composantes du tenseur 
des contraintes sont des fonctions linéaires des composantes du ten- 
seur de déformation, et les équations du mouvement sont linéaires. 

La particularité la plus caractéristique des ondes élastiques 
à cette approximation est que toute onde peut être représentée par 
une simple superposition, savoir une combinaison linéaire d'ondes 
monochromatiques. Chacune de ces dernières se propage indépendam- 
ment des autres et peut aussi exister seule, sans être accompagnée 
d'autres mouvements quels qu'ils soient. C’est dire que, se pro- 
pageant simultanément dans un seul et même milieu, les diverses 
ondes monochromatiques « n'interagissent pas ». 

Mais toutes ces propriétés s’évanouissent dès qu’on passe aux 
approximations suivantes. Bien qu'ils soient petits, les effets des 
approximations suivantes peuvent jouer un rôle majeur pour certains 
phénomènes. On les appelle habituellement effets anharmoniques, 
du fait que les équations du mouvement correspondantes sont non 
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linéaires et n’admettent pas de solutions périodiques (harmoniques) 
simples. 

Nous envisagerons ici les effets anharmoniques du troisième 
ordre, qui proviennent des termes de l’énergie élastique cubiques 
par rapport à la déformation. Il serait laborieux d'’écrire sous la forme 
générale les équations correspondantes du mouvement. Mais on 
peut dégager le caractère de ces effets au moyen des raisonnements 
suivants. Les termes cubiques dans l'énergie élastique donnent des 
termes quadratiques dans le tenseur des contraintes, et donc aussi 
dans les équations du mouvement. Supposons dans ces équations 
tous les termes linéaires réunis dans les premiers membres, et tous 
les termes quadratiques dans les seconds membres des égalités. 
Résolvant ces équations par la méthode des approximations successi- 
ves, nous devons, à la première approximation, rejeter les termes 
quadratiques. Les équations qui subsistent sont alors linéaires, 
et leur solution u, peut être représentée par lasuperposition d'ondes 
courantes monochromatiques de la forme const-eitkr-&t) avec 
certaines relations entre w et k. Passant à la deuxième approxima- 
tion, il faut poser u = u, + u, et ne conserver dans les seconds 
membres (dans les termes quadratiques) que les termes contenant 
us. Puisque u, satisfait, par définition, à des équations linéaires 
homogènes, dans les premiers membres des égalités les termes avec 
u, se réduisent mutuellement. On trouve finalement pour les compo- 
santes de u, un système d'équations linéaires non homogènes dont 
les seconds membres contiennent des fonctions données des coordon- 
nées et du temps. Ces fonctions, qui s'obtiennent en substituant 
uw, dans les seconds membres des équations initiales, sont la somme 
de termes séparément proportionnels à un facteur de la forme 
ei ((ki-ke)r-(@1—02}], ou de la forme et Lki+k2)r-(o1+uz)t], w,, w2 et k:, ke 
étant les fréquences et les vecteurs d'onde de deux ondes monochro- 
matiques quelconques de la première approximation. 

Comme on le sait, une intégrale particulière d'équations linéaires 
de te genre est la somme de termes contenant les mêmes facteurs 
éxponentiels que ceux figurant dans les seconds membres et affectés 
de coefficients appropriés. Chacun de ces termes correspond à une 
onde courante de fréquence w; + w2 et de vecteur d’onde k; + ko 
(les fréquences égales à la somme ou à la différence des fréquences 
des ondes initiales sont dites fréquences de combinaison. 

De la sorte, l’anharmonicité du troisième ordre a pour effet 
de superposer à l’ensemble des ondes monochromatiques fondamen- 
tales (de fréquences o1, w2, . . . et de vecteurs d'onde k4, k2, . . .) 
certaines « ondes » de faible intensité avec des fréquences de com- 
binaison de la forme w; + ow2 et des vecteurs d'onde k; + k:. Les 
guillemets indiquent que ces « ondes » représentent un effet correctif 
et ne peuvent exister par elles-mêmes (excepté certains cas parti- 
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culiers ; voir ci-dessous). Les relations qui existent entre les fréquen- 
ces et les vecteurs d'onde dans les ondes monochromatiques ordinai- 
res n’ont plus lieu, en général, entre ©; + &2 et ki + ko. 

Mais on peut évidemment avoir des choix particuliers de valeurs 
de ow:, k; et w2, k: pour lesquels les sommes (nous envisagerons, pour 
fixer les idées, les sommes) ©, + 2 et ki + k2 satisfont à l’une des 
relations qui doivent avoir lieu pour les ondes monochromatiques 
dans le milieu donné. Posant @3 = &@1 + ©», k3 — ki + ko, on 
peut dire, au point de vue mathématique, que w3, k; correspondent 
dans ces cas à des ondessatisfaisant aux équations linéaires homogènes 
du mouvement de la première approximation. Si l’on a dans les 
seconds membres des équations du mouvement de la deuxième 
approximation des termes proportionnels à eï(ksr-wsi) avec de tels 
©3, ks, on sait qu’alors l’intégrale particulière de ces équations sera 
une onde ayant cette fréquence et une amplitude croissant indé- 
finiment avec le temps. 

Ainsi donc, la superposition de deux ondes monochromatiques. 
@1, k, et w2, k>, pour lesquelles les sommes w;, k; satisfont à ladite 
condition, aboutit, par suite de l'effet d’anharmonicité, à un phéno- 
mène de résonance: une nouvelle onde monochromatique véritable 
&3, k; prend naissance, dont l'amplitude croît avec le temps et, à la 
longue, cesse d'être petite. Il est évident que si la superposition 
des ondes «:, k; et m2, k: donne l’onde w;, k;, la superposition des. 
ondes @1, k; et w3, k; aboutira également à la résonance et donnera 
l’onde @>—@3—0@1, k2 — k3 — k;, et de la superposition des. 
ondes 2, k2 et ©, k; résultera l'onde w:, ki. 

Notamment, on a dans un corps isotrope entre w et k la relation 
© = ck ou @ = c{k, avec c >> &. Il est facile de voir dans quels. 
cas est réalisable l’une quelconque de ces relations pour chacune 
des trois ondes : w:, ki ; ©», k2 et © = oi + @, ks3 = ki + ko. Si k, et k: 
ne sont pas colinéaires, on a k3 << ki + k2:; aussi est-il clair que, 
pour de tels k;, k: la résonance n'est possible que dans les deux cas. 
suivants: 1) les ondes «,, k, et w2, k: sont transversales et l’onde 
3, k; longitudinale ; 2) l’une des ondes &w;, ki ou w>, k: est longitu- 
dinale, l’autre transversale, et l’onde ©, k; longitudinale. Si les. 
vecteurs k; et k: sont colinéaires, la résonance est possible lorsque 
toutes les trois ondes sont longitudinales ou toutes trois transver- 
sales. 

L'effet d'anharmonicité avec phénomène de résonance apparaît 
non seulement lors de la superposition de plusieurs ondes monochro- 
matiques, mais aussi dans le cas d'une seule onde w;, ki. On a alors. 
dans les seconds membres des équations du mouvement des ter- 
mes proportionnels à e2i(kir-wit, Mais si la relation usuelle est. 
réalisée pour «1, k,, alors (eu égard à l’homogénéité du premier degré 
de cette relation) elle est aussi réalisée pour 2w;, 2k,. De la sorte, 
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à côté de chacune des ondes monochromatiques existantes w1, ki, 
l'effet d'anharmonicité donne aussi naissance à l'onde 2o1, 2k; 
de fréquence et de vecteur d’onde doubles, et l’amplitude de cette 
onde croît avec le temps. 

Enfin, indiquons en substance comment on peut former les 
équations du mouvement compte tenu des termes anharmoniques. 
Le tenseur de la déformation doit à présent être déterminé par l’ex- 
pression totale (1,3): 

ÔUk 


das + (Se + Ge + DE) à (26,1) 


Oz; Ô7k 


où l'on ne peut désormais négliger les termes quadratiques en u;. 

Puis, on écrira l'expression générale de la densité d'énergie 81 
pour les corps à symétrie donnée sous la forme d'un scalaire formé 
avec les composantes du tenseur w;4 et certains tenseurs constants, 
caractéristiques de la substance du corps, ce scalaire contenant la 
puissance requise de u;,. Substituant ensuite l’expression (26.1) de 
ui, et rejetant les termes contenant des puissances trop élevées 


: . : à se ôu 
de u;, on obtient l'énergie 6 en fonction des dérivées LE avec la 
précision désirée. 
Pour déduire les équations du mouvement, faisons la remarque 
suivante. La variation € de s’écrire sous la forme 


Es 
_. À 
E 0) CET 
ou, introduisant la notation 
; GR= 1e Fe a) 
; Ok 
comme suit: 


_ ÔE — 


(26,2) 


bu: à 
Oh = 77 (Cm ÔU:) — Ôu 


d0ih 

Les coefficients de —Ôu;, sont les composantes de la force rapportée 
à l’unité de volume du corps. Ils ont formellement leur forme pri- 
mitive, et les équations du mouvement peuvent s’écrire comme aupa- 
ravant: 


£ 06: 
Pi =. (26,3) 


1 On envisage ici l'énergie interne €, et non pas l'énergie libre F, puisqu'il 
s’agit de vibrations adiabatiques. 
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Po étant la densité du corps non déformé ; les composantes du tenseur 
Oix sont à présent données par la formule (26,2), où & est écrite 
avec la précision requise. Le tenseur 01, n’est plus symétrique !. 


Problème 


Ecrire l'expression générale de l'énergie élastique d'un corps isotrope 
à la troisième approximation. 

Solution. On peut former deux scalaires quadratiques (u?, et uÿ,) 
avec les composantes d'un tenseur symétrique de rang deux, et trois scalaires 
cubiques (uÿy, uy u5n, u;nuyrup). Ceci étant, la forme la plus générale d’une 
expression scalaire contenant des termes des second et troisième degrés en us 
avec des coefficients scalaires (le corps est isotrope |) est 


K 2 A C 
E=uui,+ (5-5) uit uinuiunr+ Bufqun + ui, 


(les coefficients de u?, et de u?, ont été exprimés en fonction des modules de 


compression et de glissement ; À, B, C sont trois nouvelles constantes). Subs- 
tituant ici l'expression (26,1) de w;x et se limitant au troisième ordre, on 
obtient l'énergie élastique sous la forme 


ç _ du du N°, +) ( ôu} js ( À Ou, Ôuy Our. 
8=-; +R) +(2 3 Ôxt FR 4 Ôxzk Ôzx; FEES 
a (B+K H ouf du; ? À du; dur duy | B du: Oux du € dur 3 


\ 2 3 821 ozk / T1 Ozh 02] 0x1 2 0rx 07, Or) 3 3m / : 


! Soulignons que 05, ne représente plus désormais la densité du flux d’impul- 
sion (le tenseur des contraintes). Dans la théorie ordinaire unc telle interpréta- 


tion résultait de l'intégration de la densité de la force volumique Fi dans 
k 


le volume du corps. Il est essentiel qu'alors, intégrant, on ne fit pas de distinction 
entre les coordonnées des pue du corps avant et après la déformation, négli- 
geant la différence entre elles. Toutefois, passant aux approximations suivantes, 
une telle abstraction n'est plus possible, et la surface délimitant le domaine 
d'intégration ne coïncide pas avec la surface réelle du domaine considéré du 
corps après sa déformation. 

On a montré au $ 2 que la symétrie du tenseur o44 est liée à la conservation 
du moment cinétique. Mais ce résultat n'est plus vrai ici du fait que la « densité 


du moment cinétique » doit s’écrire non pas sous la forme zjux — au, mais 
comme suit 


(zi+ur) un —(zn +ux) ur. 


CHAPITRE IVI1 


DISLOCATIONS 


$ 27. Déformations élastiques en présence de dislocations 


Les déformations élastiques dans un cristal peuvent résulter 
non seulement de l'action de forces extérieures, mais aussi de défauts 
de structure internes. Telles sont les dislocations, qui influent 
foncièrement sur les propriétés mécaniques des cristaux. L'étude 
des propriétés des dislocations au point de vue atomistique, micro- 
scopique, ne relève pas, certes, du plan de ce livre ; nous n'envisage- 
rons ici que les aspects macroscopiques de ce phénomène au point 
de vue de la théorie de l’élasticité. Toutefois, afin de mieux dégager 
le sens physique des relations exposées, nous rappellerons sur deux 
exemples simples en quoi consiste le caractère des défauts dislocatifs 
au point de vue de la structure du réseau cristallin. 

Imaginons qu'on ait inséré dans un réseau cristallin (représenté 
en coupe sur la fig. 22) un demi-plan cristallin « excédentaire » 
(coïncidant sur la figure avec le demi-plan supérieur y, 2). La ligne 
du bord de ce demi-plan (l'axe des z perpendiculaire au dessin) 
s'appelle dans ce cas dislocation de bord. L'altération de la structure 
dü réseau est grande au voisinage immédiat de la dislocation, mais 
déjà à une distance de quelques périodes les plans cristallins ont 
presque repris leur régularité. Mais la déformation ne cesse pas pour 
Amwant d'exister loin de la dislocation. Elle se manifeste nettement 
lorsqu'on décrit dans le plan zx, y autour de l'origine un contour fer- 
mé passant par les nœuds du réseau: si l’on définit au moyen du 
vecteur u le déplacement de chaque nœud par rapport à sa position 
dans le réseau idéal, on trouve que l’accroissement total de ce vec- 
teur n'est pas nul, qu'il est égal à une période suivant l'axe des z. 

On peut se représenter un autre type de dislocations comme suit: 
on pratique une « coupure » dans le réseau suivant un demi-plan, 
puis on fait glisser l’une sur l'autre d’une demi-période les deux 


1 Ce chapitre a été rédigé en collaboration avec 4. Xossiévitch. 
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lèvres de la coupure parallèlement au bord de la coupure (disloca- 
tion hélicoïdale). Une telle dislocation a pour effet de transformer 
les plans cristallins en surface hélicoïdale. Lorsqu'on fait un tour 
complet autour de la ligne de la dislocation (axe de l'hélicoïde), le 
vecteur du déplacement des nœuds subit un accroissement d’une 
période parallèlement à cet axe. La fig. 23 donne le schéma de la 
coupure en question. 

Au point de vue macroscopique, la déformation dislocative du 
cristal en tant que milieu continu jouit dans le cas général de la 


# 

l 
e..ete.e.e 
te... 
CRC CO 
ee 
ee... + © 
. 
. 0... 
. 0... 

Fig. 22 


propriété suivante: lorsqu'on décrit un contour fermé arbitraire L 
autour de la ligne de dislocation D, le vecteur déplacement élastique u 
subit un accroissement fini b égal (en grandeur et direction) à l’une 
des périodes du réseau; on appelle ce vecteur constant b vecteur de 
Burgers de la dislocation. Cette propriété s’écrit sous la forme 


Q à 
f du =$ td = —b, (27,1) 
L L 


le sens de description du contour étant lié par la règle du tire-bouchon 
avec le sens choisi pour la tangente + à la courbe de dislocation 
(fig. 24) 1. La courbe de dislocation elle-même est alors le lieu des 
points singuliers du champ de déformation. 


1 Aux cas simples de dislocations de bord et hélicoïdale mentionnés plus 
baut répondent des droites D le long desquelles + L b ou + || b. Notons également 
que dans l’image simple de la fig. 22 les dislocations de bord avec des b opposés 
se distinguent par le fait que le demi-plan cristallin excédentaire se trouve 
au-dessus ou au-dessous du plan x, z (on dit de telles dislocations qu’elles sont 
de signes opposés). 
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Il est évident que le vecteur de Burgers b est constant tout le 
long de la courbe de dislocation. Il est évident aussi que la courbe de 
dislocation ne peut s’interrompre à l’intérieur du cristal. Ses deux 
bouts doivent émerger à la surface du cristal ou bien (comme cela 
a lieu dans les cas réels) elle doit se boucler sur elle-même. 

La condition (27,1) signifie, en d’autres termes, qu'en présence 
de dislocation le vecteur déplacement est une fonction multiforme 
des coordonnées, subissant un accroissement donné lorsqu'on décrit 


n 


L 
Fig. 24 


un contour fermé autour de la courbe de dislocation. Mais il va sans 

dire que, physiquement, il ne peut exister aucune multiformité : 

l'accroissement b signifie une translation supplémentaire des points 

du réseau égale à une des périodes, ce qui n'affecte en rien son état. 
Il sera commode pour la suite d'introduire la notation 


wa= x, (27,2) 


qui permet de recopier la condition (27,1) sous la forme 


Sin dry = — bn. (27,3) 
L 


On convient d’appeler le tenseur w;, (non symétrique) fenseur de dis- 
torsion. Sa partie symétrique donne le tenseur de déformation ordi- 
naire : 


Uik =+ (Wir + ni). (27,4) 


En vertu de ce qui précède, les tenseurs w4 et uix (et donc le tenseur 
des contraintes c::) sont des fonctions uniformes des coordonnées, 
contrairement à ufr). 

La condition (27,3) peut aussi s’écrire sous forme différentielle. 
A cet effet, transformons l'intégrale sur le contour Z en intégrale 
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sur une surface quelconque SL s'appuyant sur ce contour !: 


À wmx dm = \ em edf. 
L 


Ecrivons, par ailleurs, le vecteur constant b; sous la forme d’une 
intégrale sur la même surface au moyen de la fonction Ô à deux 
dimensions: 


ba= | mibaô (E) dfi, (27,5) 
SL 
& étant le rayon vecteur à deux dimensions compté à partir de l'axe 
de dislocation dans le plan perpendiculaire à + au point donné. Le 
contour L étant arbitraire, l'égalité de ces intégrales signifie l’éga- 
lité des expressions sous les signes d'intégration : 


Un = 
Eitm re — —Tib;ù (E). (27,6) 


Telle est l'écriture différentielle cherchée 2. 

Le champ de déplacements u(r) autour de la dislocation peut 
s’écrire sous la forme générale si l’on connaît le tenseur de Green 
Gin (r) des équations d'équilibre du milieu anisotrope donné, c’est-à- 
dire la fonction déterminant la composante du déplacement u; 
créée dans le milieu illimité par une force unité concentrée à l’origine 
et dirigée suivant l’axe des z4 (cf. $ 8). C'est facile à faire au moyen 
du procédé formel qui suit. 

Au lieu de chercher des solutions multiformes des équations 
d’équilibre, nous considérerons que u(r) est une fonction uniforme, 
convenant qu'elle subit le saut donné b sur une certaine surface 
arbitrairement choisie S, s'appuyant sur la boucle de dislocation D. 
Dès lors, le tenseur de déformation, d'expression formelle (27,4), 
aura sur la « surface de discontinuité » une singularité du genre à: 


nf = + (raba + rabr) 8 (D), (27,7) 


& étant la coordonnée comptée à partir de la surface S, suivant la nor- 
male n (dirigée par rapport à x comme on l’a indiqué sur la fig. 24). 


1 On réalise la transformation, en vertu du théorème de Stokes, en rempla- 
çant drm par l'opérateur: 


(] 
dim + dfieum-s , 


€itm étant le tenseur antisymétrique unité. 

2 Notons, pour éviter tout malentendu, que sur la ligne de dislocation 
elle-même (£ — 0), en tant que lieu de points singuliers, la représentation (27,2) 
de wyx par des dérivées n’a plus de sens. 
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Puisqu'’il n’y a pas en réalité de singularité physique dans l’espa- 
ce autour de la dislocation, le tenseur des contraintes 0;, doit, comme 
on l'a déjà spécifié, être une fonction uniforme partout continue. 
Or, on a un lien formel entre le tenseur de déformation (27,7) et le 
tenseur des contraintes, 0{5) = AyxmutS), qui a aussi une singularité 


sur la surface S,. Pour l'éliminer il faudra introduire des forces 
volumiques fictives distribuées le long de la surface S, avec une 
certaine densité f(S). Les équations d'équilibre ont, en présence de 


forces volumiques, la forme se + #90 (cf. (2,7)]. On devra donc 
poser 


20/5) ôufS) 


F9 = TE hou (27,8) 


dk 


De sorte que le problème de la recherche de la fonction multiforme 
u(r) est équivalent à celui de la recherche d’une fonction uniforme 
mais discontinue en présence de forces volumiques définies par les 
formules (27,7), et (27,8). On peut à présent se servir de la formule 


us (r) = \ Giÿ(r—r’) 5 (x) dv”. 


Substituant dans cette dernière (27,8), intégrons par parties; ceci 
fait, l'intégration de la fonction à est triviale et donne: 


ui(r) = —jrimbm \ na Gij(r—r°) dj’, (27,9) 


Sp 


ce qui résout le problème posé !. 

La déformation (27,9) prend une forme très simple loin de la 
boucle de dislocation fermée. Si l’on suppose la boucle située au 
Voisinage de l’origine, on a aux grandes distances r (par rapport 


ee 


à ses dimensions linéaires) : 


Gi; (x) 
ui(r) = —nimlim 5 , (27,10) 
où 
1 
din= Sida Si= \ ri df = + em zx day, (27,11) 
$ D 


1 Le tenseur Gi; pour un milieu anisotrope a été déduit dans l’article de 
I. Lifchitz et L. Rosentsveig cité à la page 41. Ce tenseur est en général très 
tn Dans le cas d’une dislocation rectiligne, alors qu'on a affaire à un 
problème plan d'élasticité, on peut avoir intérêt à résoudre directement les 
équations d'équilibre. 
NN 
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e;xr étant le tenseur antisymétrique unité. Le vecteur axial S a ses 
composantes égales aux aires délimitées par les projections de la 
boucle D sur les plans normaux aux axes de coordonnées correspon- 
dants ; il est naturel d'appeler le tenseur d;, tenseur du moment de 
dislocation. Les composantes du tenseur G;; sont des fonctions homo- 
gènes du premier degré des coordonnées x, y, z (cf. page 42). Ceci 
étant, il résulte de (27,10) que u; © 1/r°. Le champ des contraintes 
correspondant est 6;4 © 1/r$. 

Il est tout aussi facile de déduire le caractère de la dépendance des 
contraintes élastiques par rapport à la distance autour d’une dislo- 
cation rectiligne. En coordonnées cylindriques z, r,  (d’axe des z 
confondu avec la ligne de la dislocation) la déformation ne dépendra 
que der et p. L'intégrale (27,3) ne doit, notamment, pas varier dans 
une homothétie arbitraire de tout contour dans le plan x, y. Ce 
n'est évidemment possible que si tous les w;, «© 1/r. Le tenseur 
ui étant, lui aussi, proportionnel à cette puissance de 1/r, il en 
sera encore de même des contraintes : Oig © 1/r!. 

Seules étaient envisagées jusqu'à présent les dislocations, mais 
les formules déduites s'appliquent aussi bien aux déformations dues 
à d’autres défauts de la structure cristalline. Les dislocations sont 
des défauts de structure linéaires. Mais on trouve aussi des défauts 
tels que l’altération de la structure régulière affecte le voisinage 
d’une surface ?. Au point de vue macroscopique, un défaut de ce 
genre peut être décrit en tant que surface de discontinuité sur laquel- 
le le vecteur déplacement u subit un saut (mais, en vertu des condi- 
tions d'équilibre, les contraintes 6;, restent continues). Si le saut b 
est constant sur toute la surface, une telle rupture ne diffère en rien, 
en ce qui concerne les déformations engendrées, d’une dislocation 
(située le long de son bord). La seule différence est que le vecteur b 
n’est plus égal à la période du réseau. Par ailleurs, la surface S, 
dont il a été question plus haut cesse d’être arbitraire et doit être 
confondue avec la surface de rupture physique. Une certaine énergie 
supplémentaire est liée à une telle surface de rupture, ce qui 
peut être décrit en introduisant la tension superficielle correspon- 
dante. 


1 Notons l'analogie entre le champ de déformation élastique autour de la 
ligne de dislocation et le champ magnétique des courants constants linéaires ; 
le rôle d'intensité du courant est alors joué par le vecteur de Burgers (sa constan- 
ce le long de la ligne de dislocation est aussi obligatoire que celle de l’intensité 
du courant). On retrouvera aisément de telles analogies dans les relations expo- 
sées ci-dessous. Toutefois, sans même parler de la nature tout à fait différente 
de ces phénomènes physiques, ces analogies n'ont pas non plus un sens tant 
soit peu profond étant donné la différence dans le caractère tensoriel des gran- 
deurs correspondantes. 

3 Un exemple connu de ce genre de défauts est fourni par une couche fine 
hémitrope dans un cristal. 


162 DISLOCATIONS 


Problèmes 


1. Ecrire, en fonction du vecteur déplacement !, les équations différen- 
tielles d'équilibre pour une déformation dislocative dans un milieu isotrope. 
Solution. En termes du tenseur des contraintes ou du tenseur de 


: > È Tin 06 
déformation, les équations d'équilibre ont la forme usuelle : = = 0 ou, 


substituant à o,, son expression (5,11): 

dur CO un _, 

0xp 1—20 Ôz; + (1) 
Mais, passant au vecteur u. il fau£ tenir compte de la condition différentielle . 
(27,6). Multipliant (27.6) par e;xn et contractant sur é, k, il vient ©: 


dEnkh CUT 


FER FPE = — (rt X b),ù (&). (2) 
Recopiant (1) sous la forme 
1 dir 1 Owp; oO dur 
D'or | 2 Or +13 ôx 0 


et substituant (2) dans cette égalité, on trouve: 


di . 1 Owy 

Ban 126 6 —("X bhib (E). 
Passant à présent, conformément à (27,2), à u, on trouve l'équation cherchée 
pour la fonction multiforme u (r) sous la forme 


Vdivu=(Tt: b);ù (8). (3) 


2e 
au 1—20 

2. Déterminer la déformation autour d’une dislocation rectiligne héli- 
coïîdale dans un milieu isotrope. 1, 

Solution. Choisissons Les coordonnées cylindriques :, r, q avec l'axe 
des : le long de la ligne de dislocation; vecteur de Burgers: b; = by, = 0, 
b, = b. Il est évident, par raison de symétrie, que le déplacement u est parallèle 
à l’axe des : et ne dépend pas de la coordonnée :. L'équation d'équilibre (3) 
du problème 1 se réduit à Au. — 0. La solution satisfaisant à la condition 
(27,1) est 3: 
{ 


: He; 

. nt 

Les tenseurs u,;, et 0,1, n’ont que les composantes 
La b ub 


oO —=——, Cp =— 
29 4rr° 297 2x 


non nulles, de sorte que la déformation est un glissement simple. 


1 Le sens physique de ce problème et des autres concernant un milieu 
isotrope est conventionnel, puisque les dislocations réelles ne sont inhérentes 
qu'aux cristaux, c'est-à-dire aux milieux anisotropes. Toutefois, ces problè- 
mes présentent un certain intérêt illustratif. 

2 Rappelons la formule: 


eitmeinn = dtkÔmn — dinôm. 


3 Dans tous les problèmes traitant des dislocations rectilignes, le vecteur + 
est dirigé dans le sens des : négatifs. 
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L'énergie libre de dislocation (par unité de longueur de dislocation) est 
donnée par l'intégrale 


1 _ db? Ÿ dr 
F=T \ 2u:902g AV = 7 \ Fe 


à divergence logarithmique aux deux limites. On prendra pour limite inférieure 
une quantité de l’ordre des distances atomiques (— b), auxquelles la déforma- 
tion est grande et la théorie macroscopique inapplicable. La limite supérieure, 
elle, est EE par les dimensions de l’ordre de la longueur L de la dislo- 
cation. Alors, 


Le 
F— 7x In T: 


Quant à l'énergie de déformation dans le « cœur » de la dislocation, au voisi- 
nage de son axe (dans la région où l’aire de la section est—b2), on peut la prendre 
— ub?. Pour In (L/b) ÿ 1 cette énergie est petite en comparaison de l'énergie 
du champ de la déformation élastique !. 
3. Déterminer les contraintes internes dans un milieu anisotrope autour 
d'une dislocation hélicoïdale perpendiculaire au plan de symétrie du cristal. 
Solution. Choisissons le système de coordonnées r, y, : de sorte que 
l'axe des : soit confondu avec la ligne de dislocation (et écrivons de nouveau 
b, = b). Ici encore le vecteur u est réduit à sa seule composante u, — u (r, y). 
Le plan r, y étant de symétrie, toutes les composantes de À;1/m ayant en indice 
un nombre impair de fois z sont nulles. Seules ne sont donc pas nulles deux 
composantes de 0,4: 
du du 
Or: = Axixz 7 + eye dy ° 


du du 
Oys = Ayzx: FPE Aysuz y * 


Introduisons le vecteur o et le tenseur ag bidimensionnels: 64 = Oa:, Aug = 
= Àu:f: (@œ — 1, 2). Alors, 


du 
Ou — hop 22 , 


et l'équation d'équilibre s'écrit sous la forme div © = 0. La solution cherchév 
de cette équation doit satisfaire à la condition (27,1): $ vual = b. 


Sous cette forme, le problème coïncide avec celui de la recherche des induc- 
tion et champ magnétiques (représentés par © et yu) dans un milieu anisotrope 
(de perméabilité magnétique Àag) autour d’un courant rectiligne d'intensité 
Î = cbjäx. Utilisant la solution de ce problème, connue en électrodynamique, 
on trouve 2: 

__ b AaseBy:Ty 
i 22 jh | Auf Zo" tp" 


JA | étant le déterminant du tenseur ag. 


Ca 


1 Ces évaluations ont un caractère général et sont valables, en ce qui con- 
cerne l’ordre de grandeur, pour n'importe quelle dislocation (non seulement 
hélicoïdale). 

Il est à noter que, en fait, les valeurs de In (Z/b) ne sont pas d'ordinaire 
si grandes, de sorte ue l'énergie du « cœur » constitue une partie notable de 
l'énergie totale de dislocation. 

2Cf. « Electrodynamique des milieux continus », prob. 5 du $ 29. 
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4. Déterminer la déformation autour d'une dislocation de bord rectiligne 
dans un milieu isotrope. 

Solution. Soit l'axe des = dirigé suivant la ligne de dislocation, et 
le vecteur de Burgers: b, = b, by = b, — 0. Il résulte de la symétrie du pro- 
blème que le vecteur déformation est contenu dans le plan x, y et ne dépend 

as de =, de sorte que le problème est plan. Dans la suite de ce problème, tous 
es vecteurs seront contenus dans le plan x, y et les opérations vectorielles 
concerneront ce plan. 

Nous chercherons la solution de l'équation 


1 Ann 
155 ‘div u = —bjô(r) 


Au + 


(voir prob. 1: j est le vecteur unité de l'axe des y) sous la forme u = u(° + w, 
où u@ est le vecteur de composantes 


b 
Ux —=5—®@, Uy = nr 


[parties imaginaire et réelle de (b/2x) 1n (x + iy)l; r, @ sont les coordonnées 
polaires dans le plan x, y. Ce vecteur satisfait à la condition (27,1). Aussi le 
problème se ramène-t-il à la recherche de la fonction uniforme w. Puisque, 
comme on s’en assurerait aisément, 


divut0—0, Aut0)—bjô(r), 
w vérifie l'équation 
1 
1— 20 
C'est l'équation d'équilibre sous l’action de forces concentrées le long de 
, es à Ebj : ; 
l'axe des : avec la densité volumique Ti br) (comparer avec l'équation 


(1) dans le problème du & 8). Au moyen du tenseur de Green pour un milieu 
illimité trouvé dans ce même problème, la déduction de w se réduit au calcul 
de l'intégrale 


AW+ FVdivw— —2bjô(r). 


az b es (3—40)j ry $ 2 SL STE 
"<rirs? | [= + | ds, R= VAE. 


On trouve finalement: 


.— | 
Le tenseur des contraintes qui s’en déduit a pour composantes cartésiennes 
et pour composantes polaires 

és sog= D 09.6 UD +, 


avec la notation D = u/2x (1 — oc) 
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5. Des dislocations de bord rectilignes, parallèles, identiques en nombre 
infini dans un milieu isotrope sont contenues dans un plan perpendiculaire 
à leurs vecteurs de Burgers à la distance k l’une de l’autre. Trouver les contraintes 
de ÉNSenent créées par un tel « mur dislocatif » à des distances grandes de- 
vant À. 

Solution. Supposons les dislocations parallèles à l’axe des : et con- 
tenues dans le plan y, :. Conformément aux résultats du prob. 4, la contrainte 
totale créée par toutes les dislocations au point x, y est donnée par la somme 


z—(y—nh} 
Oxy (z, y)=bDz \ EÆATESTLE ë 


n=—00 


Recopions-la sous la forme 


a 0J (æ, B) 
Oxy= —bD EC B)+a ED ] , 
où 
L 1 _æ y 
J(«, B)— > Fr" 7% B=. 
n=—0c0 
D'après la formule sommatoire de Poisson 
co L.. 2 œ 
D tom DS | rametite ds, 
n=—00 hk=—00 —00 
on trouve 
( _d8 Soon CEPUÈdE on 27 ok 
=> 2ri an 800 pe ces” —22rkha 
J (a, B)= \ a?+E + 2Re De \ a? LE St & e cos 2xkB. 
00 k=1 —00 Rk=! 


Pour a = z/h © 1 on peut se borner au premier terme dans la sommation sur k, 
et il vient en définitive: 


Gay = 4n2D DE e—2nx/h cos ( 2x # }. 
kè k 
pe la sorte, les contraintes décroissent exponentiellement lorsqu'on s'éloigne 
u mur. 


$ 28. Action du champ de contraintes sur la dislocation 


Considérons une boucle de dislocation D dans le champ des con- 
traintes élastiques 0{° créées par des charges extérieures données, 
et calculons la force à laquelle elle est soumise dans ce champ. 

En vertu des règles générales, il faut pour cela trouver le travail 
ÔR effectué par les contraintes internes dans un déplacement infini- 
tésimal de la boucle D. Si ôu:i, est la variation du tenseur de défor- 


166 DISLOCATIONS 


mation due à ce déplacement, on a, eu égard à (3,1) !: 
ÔR = — À 09 Ôu;x dV. 


La distribution des contraintes 0{° étant supposée indépendante de 


la position de la dislocation, on peut sortir le signe à de sous le signe 
somme. Prenant, en outre, en considération la symétrie du tenseur 


ot 


6 et l'équation d'équilibre = 0, nous écrirons: 


BR = —8 | oux dV -: —0 \ of See dV = —à | 37 (ou) dv. 
(28,1) 


Nous considérerons, comme nous l’avons expliqué au paragraphe 
précédent, le déplacement u comme une fonction uniforme disconti- 
pue sur une certaine surface S, s’appuyant sur la ligne D. Dès lors, 
on peut transformer l'intégrale de volume dans (28,1) en intégrale 
sur une surface fermée passant par les bords supérieur et inférieur 
de la coupe de S, raccordés par une surface latérale infiniment étroite 
(un tube) enveloppant la ligne D. Les valeurs des quantités conti- 
nues 6{° sont identiques sur les deux bords, et celles de u diffèrent 


par la grandeur donnée b. Il vient en conséquence ©: 


ôR= —b,6 \ 0% df.. (28.2) 


Sp 


Soit Ôr le déplacement de chaque élément de la ligne de disloca- 
tion dl. Ce déplacement entraîne la variation de l’aire de SL; on a 
Ôf = ôr X di, soit: 


Ôfi = Eimn0Tmd ln == EimnÔTmTtn AL. 


{ 
Geci étant, le travail (28,2) peut être mis sous la forme d’une intégrale 
de ligne étendue à la boucle de la dislocation : 


D 


OR = —Ÿ baeimnOht ÔTmtn dl, 
D 
+ étant la tangente à D. 


1 Pour éviter tout malentendu, soulignons que ôu;, est dans cette formule 
[en accord avec le sens de cette quantité dans (3,1)] la variation (géométrique) 
totale de la déformation lors du déplacement infinitésimal de la dislocation; 
elle est constituée, dans le cas précis, de parties élastique et plastique (voir 
le paragraphe suivant). 

2 L'intégrale sur le tube latéral de rayon p s'annule lorsque p —+ 0, puisque 
les u, deviennent infinis plus lentement que 1/p. 
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Le coefficient de ôx, dans l’expression sous le signe somme est 
(avec le signe contraire) la force f, agissant sur l'unité de longueur 
de la ligne de dislocation. De sorte que: 


fi = einrTa Of (28,3) 


(M. Peach et J. Koehler, 1950). Notons que la force f est normale à +, 
c'est-à-dire à la ligne de dislocation, ainsi qu’au vecteur o{? b,. 

Le plan défini par les vecteurs + et b en chaque point de la dislo- 
cation est appelé plan de glissement de l'élément de dislocation 
correspondant (pour tous les éléments, ces plans sont naturellement 
tangents à la surface de glissement de toute la dislocation, qui est 
une surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles au vec- 
teur de Burgers de la dislocation b). La particularité physique du plan 
de glissement est que la dislocation ne peut se déplacer tant soit peu 
facilement que dans ce plan !. En relation avec cela, il est intéressant 
de déterminer la composante de la force (28,3) sur ce plan. 

Soit x la normale à la ligne de dislocation dans le plan de glisse- 
ment. La composante cherchée (notée f,) est alors f, = %ifi — 
= ji XiTabmO(), où 


Im 


fu = von, (28,4) 


v = x X + étant la normale au plan de glissement. Comme b et v 
sont orthogonaux, on voit que (confondant deux des axes de coordon- 
nées avec ces vecteurs) la force f, est déterminée en tout et pour tout 
par une seule des composantes de ot°. 


La force totale agissant sur toute la boucle de dislocation est : 


Fi = eintbm Ÿ Om dk. (28.5) 
D 


Elle n’est non nulle que dans le cas d’un champ de contraintes non 


uniforme (si 9!) — const, l'intégrale se réduit à À dzx = 0). Si le 


champ de contraintes varie peu sur une distance de l’ordre des 


1 Cette circonstance résulte, comme il est connu, de l’image microscopique 
du défaut dislocatif. Ainsi, il suffit pour déplacer dans son plan de glissement 
(x, :) la dislocation de bord représentée par la fig. 22 de déplacements relati- 
vement petits des atomes, à l'issue desquels deviennent « excédentaires » des 
demi-plans cristallins de plus en plus éloignés du plan y, : (mais, comme aupara- 
vant, parallèles à ce plan). 

Quant au déplacement de la dislocation dans les autres directions, il n'est 
possible qu'à l'issue de processus de diffusion. Ainsi, la dislocation de la fig. 22 
ne peut se déplacer dans le plan y, = que si les atomes du demi-plan « excédentai- 
re » désertent leur plan par diffusion. Mais un tel processus ne peut entrer en 
jeu qu'à des températures suffisamment élevées. 
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dimensions de la boucle, on peut écrire : 


20{° > 
Fi = ernidm dz Ÿz» dTk 
P D 


(nous imaginons la boucle au voisinage de l’origine des coordonnées). 
Cette force peut être exprimée à l’aide du moment de dislocation 
du: introduit dans (27,11): 

d0{°? 
ôx; 


Fi = ni (28,6) 


Problèmes 


1. Trouver la force d'interaction de deux dislocations hélicoïdales parallè- 
les dans un milieu isotrope. 

Solution. La force agissant sur l’unité de longueur d'une dislocation 
dans le champ des contraintes créées par la deuxième dislocation se détermine 
par la formule (28,4) à l’aide des résultats du problème 2 $ 27. Elle est radiale 
et vaut: 

= bbiba 
2nr 


Les dislocations de même signe (b:b2 > 0) se repoussent, celles de signes con- 
traires (b1b2 < 0) s’attirent. 

2. Une dislocation hélicoïdale rectiligne est située parallèlement à la 
surface libre plane d'un milieu isotrope. Trouver la force agissant sur la 


dislocation. 
Solution. Soit le plan y, z confondu avec la surface du corps, et la 


dislocation parallèle à l'axe des z et de coordonnées x = z9, y = 0. 

Le champ des contraintes, qu laisse libre la surface du milieu, est décrit 
par la somme du champ de dislocation et de son symétrique par rapport au 
plan y, z, comme s'ils étaient situés dans un milieu illimité: 


& ee meer 
2 21 L(c—20 + (+zo+y J’ 


{ 
° 3 _ Bb Z—27Q z+r ] 
DE 2n L(z—zo)+y? (z+zo) +y? 


Untel champ agit sur la dislocation considérée avec une force égale à l'attraction 
de son image-miroir, c'est-à-dire que la dislocation est attirée vers la 
surface du milieu avec la force 

= 
D AñZo ° 


A 
3. Trouver la force d'interaction de deux dislocations de bord parallèles 
dans un milieu isotrope, disposées dans des plans de glissement parallèles. 
Solution. SHpoous les plans de glissement parallèles au plan 7, 
z, et l’axe des = parallèle aux lignes de dislocation; ainsi qu’au problème 4 
$ 27, on pose t, = — 1, b, = b. Alors, la force agissant sur l'unité de longueur 
de dislocation dans le champ des contraintes élastiques 0,4, a pour composantes: 


fx =dOxy Îy= —bOxx. 
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Dans le cas envisagé, les o11 sont déterminées par les expressions trouvées 

au problème 4 $ 27. Si l'une des dislocations coïncide avec l'axe des :, 

elle agit sur l'autre dislocation passant par le point x, 4 dans le plan x, y avec 
0 


une force ayant pour composantes en coordonnées polaires: 
22 bib9D _… bib D 59 . H 
ou ur TTC 


La projection de la force sur le plan de glissement est 
{cos p cos:2 

Elle s’annule pour q = n/2 et @ = 1/4. La première de ces positions correspond 

à un équilibre stable lorsque b;b2 > 0, et la seconde lorsque bib << 0. 


$ 29. Distribution continue de dislocations 


Si l’on a dans un cristal simultanément un grand nombre de dislo- 
cations situées à des distances relativement petites les unes des autres 
(mais, certes, grandes devant la constante du réseau), leur con- 
sidération en moyenne s'impose. En d’autres termes, on envisage 
dans le cristal des éléments de volume « physiquement infinitési- 
maux » traversés par un assez grand nombre de lignes de dislocation. 

On formule l'équation exprimant la propriété fondamentale des 
déformations dislocatives en généralisant naturellement l'équation 
(27,6). Introduisons le tenseur p:4 (tenseur de densité des dislocations) 
de sorte que son intégrale sur une surface s'appuyant sur un contour 
arbitraire L soit égale à la somme b des vecteurs de Burgers de toutes 
les lignes de dislocation embrassées par ce contour: 


Lou dfi= ba. (29,1) 
SL 
Les fonctions continues p;4 décrivent la distribution des dislocations 


dans le cristal. Ce tenseur vient à présent remplacer l’expression dans 
le second membre de l'équation (27,6): 


Q 
Eitm = — Pi (29,2) 


Comme le montre cette équation, le tenseur p;4 doit satisfaire 
à la condition 
dpi « 
<= 0 (29,3) 
(dans le cas d’une seule dislocation, cette équation exprime simple- 
ment la constance du vecteur de Burgers le long de la ligne de 
dislocation). 
Avec cette manière de traiter les dislocations, le tenseur w;4 
devient la grandeur primordiale décrivant la déformation et détermi- 
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nant le tenseur de déformation conformément à (27,4). Quant au 

déplacement u, qui était lié à w;, par la définition (27,2), il ne 

peut plus être introduit ici (c’est déjà évident du fait qu'avec une 
telle définition le premier membre de l'équa- 
tion (29,2) s’annulerait identiquement dans 
tout le volume du cristal). 

Nous supposions jusqu’à présent les dis- 
locations fixes. Voyons maintenant quelle 
doit être la formulation du système d’équa- 
tions permettant, en principe, de déterminer 
les déformations élastiques et les contraintes 
dans un milieu où les dislocations accom- 
plissent un mouvement donné (E. Kroener, 
G. Rieder, 1956) !. 

L’équation (29,2) ne dépend pas de l’état 
de repos ou de mouvement des dislocations. 
En outre, le tenseur w,, reste, comme avant, 
la grandeur déterminant la déformation 
élastique ; sa partie symétrique est le tenseur 
de déformation élastique lié ordinairement 
au tenseur des contraintes par la loi de 
Hooke. 

Toutefois, cette équation ne suffit plus 
à la formulation complète du problème. Le 
système complet d'équations doit aussi bien 
déterminer la vitesse v du déplacement des 
points du milieu. 

Mais il y a lieu alors de noter le fait que 
le mouvement des dislocations s’opère, con- 
curremment à la variation de la déformation 
élastique, avec variation de la forme du 
cristal non liée à l'apparition de contraintes, 
savoir avec déformation plastique. On sait 
que le mouvement des dislocations repré- 

_— ’ sente précisément le mécanisme de la défor- 
mation plastique. (Le lien du mouvement 
des dislocations et de la déformation plasti- 
que est mentré clairement sur la fig. 25: la dislocation de bord se 
déplaçant de gauche à droite, la partie supérieure — au-dessus du 
plan de glissement — subit une translation égale à une période du 


1 Nous ne traitons pas ici la question de la détermination du mouvement 
lui-même des dislocations d’après les forces appliquées au corps. La résolution 
de cette question exige une étude minutieuse du mécanisme microscopique du 
mouvement des dislocations et de leur freinage par divers défauts, qui doit 
être faite en tenant compte des données effectives sur les cristaux réels. 
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réseau ; puisque le réseau conserve finalement sa régularité, le cristal 
reste non contraint.) Contrairement à la déformation élastique, qui 
est une fonction uniforme de l’état thermodynamique du corps, la 
déformation plastique est fonction du processus. Quand on envisage 
des dislocations fixes, la question de la séparation des déformations 
élastique et plastique ne se pose pas: seules nous intéressent les 
contraintes indépendantes de l’évolution antérieure du cristal. 
Soit u le vecteur déplacement géométrique des points du milieu 
compté, par exemple, à partir de leur position avant le processus de 


déformation ; sa dérivée par rapport au temps est u -- v. Si l’on 
forme à partir de u le tenseur de « distorsion totale » W;: — du:/0z;, 
on obtient sa «partie plastique» w{Pli) en déduisant de W;4, le 
tenseur de « distorsion élastique » qui coïncide avec w;,4 figurant dans 
(29,2). Introduisons la notation 
dw{plas) 
— ji = si ; (29,4) 


la partie symétrique de ;,4 définit la vitesse de variation du tenseur de 
déformation plastique: la variation de u(Plas) dans le temps infini- 


tésimal ô£ est: 


uipies) — + “+ Ji) ÔL. (29.5) 


Remarquons, notamment, que si la déformation plastique s'opère 
sans altérer la continuité du corps, la trace de j;4 est nulle. En effet, 
une déformation plastique n’aboutit pas à la traction ou à la com- 
pression du corps (qui sont toujours liées à l’apparition de contrain- 
tes internes), c'est-à-dire que ufnlas) —Q, et donc jx -- 
= — Ou(plas)/01 = 0. 

Substituant dans la définition (29,4) wplas = Wi, — win, reco- 
pions-la sous forme d’équation 


"ar da À jirs (29,6) 


reliant entre elles les vitesses de variation des déformations élasti- 
que et plastique. Les j;, doivent être considérés ici comme des quan- 
tités données devant satisfaire à des conditions assurant la compati- 
bilité des équations (29,6) et (29,2). Ces conditions s'obtiennent en 
dérivant (29,2) par rapport au temps et en y substituant (29,6): 
elles s'expriment par l'équation 


à Ofm sSote 
FH eitm ge = 0. (29,7) 
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Le système complet est donné par les équations (29,2) et (29,6) 
avec les équations dynamiques 


po, (29,8) 


OÙ Oja = Àjrimlim—= ikimlim. Les tenseurs p;4 et j;1 figurant dans ces 
équations sont des fonctions données des coordonnées (et du temps) 
caractérisant la distribution et le mouvement des dislocations. 
Ces fonctions doivent satisfaire aux conditions de compatibilité des 
équations (29,2) entre elles et avec l’équation (29,6) traduites par 
les égalités (29,3) et (29,7). 

La condition (29,7) peut être considérée comme l'expression dif- 
férentielle de la « loi de conservation du vecteur de Burgers » dans 
le milieu. En effet, intégrant les deux membres de l'équation (29,7) 
sur une surface s'appuyant sur une certaine courbe fermée Z, intro- 
duisant, conformément à (29,1), le vecteur de Burgers total b des 
dislocations embrassées par le contour ZL et utilisant le théorème de 
Stokes, on obtient: 


D = — ju dr. (29,9) 
L 

I] résulte de cette égalité que l'intégrale du second membre repré- 
sente la quantité de vecteur de Burgers « passant » dans l'unité de 
temps à travers le contour L, c’est-à-dire entraîné par les dislocations 
coupant Z. Aussi est-il naturel d'appeler j;1 tenseur de densité du 
flux de dislocations. 

Notamment, il est clair que dans le cas d’une seule boucle de 
dislocation le tenseur j;x a la forme 


ik = ErtmP1aVm = EtimViV mb2Ô (È) (29,10) 


[px étant tiré de (27,6)], où V est la vitesse de la ligne de disloca- 
tin en son point donné. Le vecteur du flux à travers l'élément dl du 
contour L (j;4 dl;) est proportionnel à dl(r X V) = V (dl X v), 
c’est-à-dire à la projection de la vitesse V sur la normale commune à 
at-t +; il devait bien en être ainsi, comme cela résulte de considé- 
rations géométriques : seule cette projection de la vitesse aboutit 
à l’interséction de l’élément dl par la dislocation. 

Notons que la trace du tenseur (29,10) est proportionnelle à la 
projection de la vitesse de la dislocation sur la normale à son plan 
de glissement. Nous avons indiqué plus haut que l'absence de varia- 
tion non élastique de la densité du milieu est assurée par la condition 
ju = 0. On voit que pour une dislocation isolée cette condition 
signifie mouvement dans le plan de glissement en conformité avec ce 
qui a été dit plus haut sur la nature physique du mouvement des 
dislocations (voir le renvoi de la page 167). 
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Arrêtons-nous enfin au cas où les boucles de dislocation dans le 
cristal sont distribuées de sorte que le vecteur de Burgers total 
(notons-le B) est nul !. Cette condition signifie que l'intégration 
sur une section transversale arbitraire du corps donne 


\ pin dfi = 0. (29,11) 


Il en résulte que la densité des dislocations peut se mettre dans ce 
cas sous la forme 
9P. 
Pin = Eiim ge (29,12) 
(F. Kroupa, 1962) ; alors l'intégrale (29,11) se transforme en intégrale 


sur un contour extérieur au corps et s’annule. Notons de même que 
l'expression (29,12) satisfait automatiquement à la condition (29,3). 


Fig. 26 


Il est facile de voir que le tenseur P;4 ainsi défini est la densité 
du moment de dislocation dans le cristal déformé (aussi est-il natu- 
rel de l'appeler «polarisation de dislocation»). En effet, le moment 
dislocatif total du cristal Dix est, par définition: 


Da = Y Sida = + em > br Ÿ x dem = + \ €itmTi Pmh dv, 
D 


la sommation mettant en jeu toutes les boucles de dislocation, et 
l'intégrale étant calculée dans tout le volume du cristal. Substitu- 
ant ici (29,12), il vient: 


1 9Pqh 1 0Pmk Ph 
Dn=+ \ EttmémpaTi 3 dV=— \ z DE en )av 


et après intégration par parties dans chacun des deux termes 


Din = | Pin dV. (29,13) 


, La présence de la dislocation résulte d’une certaine flexion du cristal, 
qu'on a montré Es aqnent sur la fig. 26 en exagérant les choses. La 
condition re 0 signifie l'absence de flexion macroscopique du cristal dans 
son ensemble. 
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Quant à la densité du flux de dislocations, il s'exprime au moyen 
de ce même tenseur P;;: 


ju — T8. (29,14) 


Il est facile de s’en convaincre en calculant, par exemple, l'intégrale 
\ jix dV dans une partie quelconque du volume du corps à l’aide de 


l'expression (29,10) en tant que sommation sur toutes les boucles de 
dislocations contenues dans ce volume. Notons que (29,14) et (29,12) 
vérifient automatiquement la condition (29,7). 

Comparant (29,14) avec (29,4), on voit que ôw{plas) — ôP;,. Si 
l’on pose que la déformation plastique est absente dans l'état avec 
Pix = 0, on aura aussi w{plas) — P;, 1, Alors, 


1 du 

win = Win—wih es — Gas Pin (29,15) 
uy étant de nouveau le vecteur déplacement géométrique total à par- 
tir de la position correspondant à l’état non déformé. L’équation 
(29,6) est alors identiquement vérifiée, et l'équation dynamique 
(29,8) prend la forme 

: d'um — rt dPym 

RIM Gr 0 ikim Ôzh . 


pü; — À 


(29,16) 


De la sorte, la détermination de la déformation élastique créée par 
des dislocations mobiles avec B = 0 se ramène à un problème de la 
théorie de l’élasticité ordinaire avec des forces volumiques distri- 


buées dans le cristal avec la densité — À;;1m ue (4. Kossiévitch, 1963). 
t di : : s : 
° $ 30. Distribution de dislocations en interaction 


Considérons une multitude de dislocations rectilignes identiques 
Sitüuées-parallèlement les unes aux autres dans un même plan de 
glissement, et déduisons l'équation définissant leur distribution 
d'équilibre. Supposons l’axe des z parallèle aux dislocations, et le 
plan x, z confondu avec le plan de glissement. 


1 Il est entendu que le processus de déformation tout entier s'opère à 
B = 0. Cette circonstance est à souligner, puisqu’une différence de principe 


existe entre les tenseurs Pix et w (PAS): alors que P,4 est fonction de l'état 
du corps, le tenseur tp (PlaS) n’est pas fonction de l'état, mais dépend du 
processus qui a conduit le corps dans l'état donné. 
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Nous supposerons, pour fixer les idées, que les vecteurs de Bur- 
gers des dislocations sont dirigés suivant l'axe des zx. Alors, la for- 
ce agissant dans le plan de glissement sur l'unité de longueur de 
dislocation est égale à bo,,, où ©,, est la contrainte au point où se 
trouve la dislocation. 

Les contraintes créées par une dislocation rectiligne (et agissant 
sur une autre dislocation) décroissent comme l'inverse de la distan- 
ce à cette dislocation. Ceci étant, la contrainte créée au point x 
par une dislocation se trouvant en x’ est de la forme bD/(r — x), 
D étant une constante de l’ordre de grandeur des modules élastiques 
du cristal. On peut montrer que cette constante D > 0, c'est-à-dire 
que deux dislocations identiques dans un même plan de glissement 
se repoussent !. 

Désignons par p(x) la densité linéaire des dislocations distribuées 
sur le segment (a;, a:) de l'axe des zx; p(x) dr est la somme des vec- 
teurs de Burgers des dislocations passant par les points de l'intervalle 
dr. Alors, la contrainte totale créée au point x de l’axe des x par 
toutes les dislocations s'écrit sous forme d'intégrale: 


az 
.. ( d . 
Gxy (= —D | LES. (30,1) 
ai 
Pour les points intérieurs au segment (a;, a) lui-même, cette inté- 
grale doit être identifiée à sa valeur principale afin d'éliminer l’ac- 
tion, physiquement dépourvue de sens, de la dislocation sur elle- 
même. 

Si l’on a aussi dans le cristal un champ de contraintes plan (dans 
le plan x, y) o(® (x, y) créé par des charges extérieures données, 
chaque dislocation sera soumise à l’action de la force b(o,, + p(x)), 
où l’on a posé pour abréger p(x) = 6x, (r, 0). La condition d'équi- 
libre consiste dans l’annulation de cette force: ©,, + p =: 0, 
c'est-à-dire que 


a2 
" PE dE _ p(z) 


E—z D 


= © (x), (30,2) 


al 


où, selon l'usage, on a barré l'intégrale pour désigner la partie prin- 
cipale. On a là une équation intégrale pour déterminer la distribu- 
tion d'équilibre p(x). Elle appartient au type des équations inté- 
grales singulières à noyau de Cauchy. 

La résolution d’une telle équation se ramène à un problème de la 
théorie des fonctions d'une variable complexe, ainsi formulé. 


1 Ceci a déjà été montré pour un milieu isotrope au prob. 3 $ 28. 
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Désignons par Q (z) la fonction définie dans tout le plan de la 
variable complexe z [coupé suivant le segment (a;, a2)] par l’in- 
tégrale 

a 


2 
_—. 
Q (2) = \ LES ; (30,3) 


- 


u1 


Désignons par Q*(x) et par Q7(x) les valeurs limites de Q (z) sur 
les lèvres supérieure et inférieure de la coupure. Elles sont égales 
à des intégrales de ce genre calculées sur le segment (a;, a2), le point 
z = x étant contourné respectivement par le bas ou par le haut sur 
une demi-circonférence de rayon infiniment petit, c’est-à-dire que 


a 
Q+ (x) = À a + inp (2). (30,4) 
a1 


Si p (£) vérifie l'équation (30,2), la valeur principale de l’intégrale 
est égale à w(z), et l’on a: 


Q+ (x) + (x) = 20 (zx), (30,5) 
Q+ (x) —Q (x) = 2inp (x). (30,6) 


De la sorte, résoudre l'équation (30,2) c’est chercher une fonction 
analytique Q(z) douée de la propriété (30,5), puis p (x) est donné 
par (30,6). Les conditions physiques du problème considéré exigent 
en outre qu'on ait Q (oo) = 0; ceci résulte du fait que, loin du 
système de dislocations (r — + «), les contraintes 0;,, doivent. 
s’annuler [d'après la définition (30,3), en dehors du segment 
(as, ar): Oxy (2) = — DQ (x)]. 

Envisageons d'abord le cas où les contraintes extérieures sont 
absentes (p (x) = 0), les dislocations étant retenues par des obstac- 
les quelconques (des défauts du réseau) aux extrémités du segment 
(&, a). Pour o (x) — 0, (30,5) donne: Q*(x) = —Q(x), c'est-à- 
dire que la fonction Q (2) doit changer de signe lorsqu'on contourne 
chacun des deux points &, a2. Cette condition est vérifiée par toute 
fonction de la forme 


P (2) : 
Q (2) = ——— |, 30,7 
( ) (ap—2)(z—a1) ( ) 


P(z) étant un polynôme. Mais la condition Q (œ) = 0 fixe (à une 

constante multiplicative près) le choix de P(z) : P(z) = 1, de sor- 
te que 

1 à 

Q (2) = ——— . 30,8 

G) V{az— 2) (:—a1) 
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Telle sera aussi, en vertu de (30,6), la forme de la fonction cherchée 
p (x). Déterminant la constante qu'elle contient par la condition 


\ p(E) dd =B (30,9) 


a1 


(B étant la somme des vecteurs de Burgers de toutes les dislocations), 
il vient: 
B 

Li ——— 
p(æ) a Vlas—z) (z—a;) 


On voit que les dislocations s'accumulent aux obstacles (frontières 
du segment) avec une densité inversement proportionnelle à la 
racine de la distance à l’obstacle. Cette loi régit aussi la croissance 
des contraintes lorsqu'on s'approche des points a, et a: à l'extérieur 
du segment (a;, @2); ainsi, pour x > @2 


PUS D. LES, 
PT Var) Gr a) 


En d’autres termes, la concentration des dislocations à la frontière 
donne naissance à la même concentration de contraintes au-delà de 
la frontière. 

Supposons maintenant qu'on ait en outre, dans les mêmes condi- 
tions (obstacles aux extrémités données du segment), un champ de 
contraintes extérieur p(r). Désignons par Q,(:) une fonction de la 
forme (30,7) et recopions l'égalité (30,5) (en la divisant par Q+— 
= —Q;) sous la forme 


Q+(z) QT(z) 2w(x) 


O5 (2) Oo(z) Q()° 
Comparant cette égalité avec (30,6), on déduit que 


(30,10) 


aa 
Q(= 4 Ce dË . 
AE = | FD = +inP(:), (30,11) 


P(:) étant un polynôme. On obtient la solution vérifiant la condi- 
tion Q(œ) = 0 en prenant pour Q,(z) la fonction (30,8) et posant 
P(z) = C (C étant une constante). On en déduit la fonction p (x) 
cherchée par la formule (30,6): 


p(2)=— À CL VD E 0) ES 


C 


© . (30,12 
==) 


12—834 
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La constante C se détermine par la condition (30,9). Ici encore p (x) 
croît lorsque z — a, (ou z—+>a,) suivant la loi (a: — x) 1/2, et l’on 
a au-delà de l’obstacle la même concentration des contraintes. 

Si l'obstacle n’existe que d’un côté (disons au point a), la 
solution cherchée doit satisfaire à la condition de finitude des con- 
traintes pour tous les x << a; y compris le point x — a,; alors, la 
position elle-même de ce dernier point n'est pas connue a priori, 
elle le sera une fois le problème résolu. Aux termes de la fonction 
Q (2) cela signifie que  (a;) doit être finie. On obtient une telle 
fonction (satisfaisant en outre à*la condition (co) — 0) par la même 
formule (30,11), si l’on prend pour Q,(:) la fonction 


Qo (5) =V = , 
qui est aussi du type (30,7), et si l’on pose dans (30,11) P(z) = 0. 
On obtient finalement: 


z—a a —E © (E) dé 20 4 
P@= 37 V = Ends 0") 


Lorsque z —+ &, p (x) s’annule comme Wz—a,. C'est aussi suivant 
cette loi que s’annule, de l’autre côté du point a, la contrainte 


totale 6,4 (x) + p (x). 
Enfin, supposons les deux extrémités du segment sans obstacles, 


les dislocations n'étant retenues que par les contraintes extérieu- 
res p(x). On obtient la fonction Q(z) correspondante en posant 


dans (30,11) 
Qo(2)=V (a2—2)(2—a), P(z)=0. 


outefois, la condition Q (oo) = 0 exige alors l’observation d’une 
ondition supplémentaire : passant à la limite z —> © dans (30,11), 
on trouve: 


€ Cow) 4 
à 2 @ dE  _ _ 0, 30,14 
\ VD a) PO?) 


La fonction p(x) cherchée est donnée par la formule 


p(a)=—+ Va) ÿ TA É =, (80,15) 


les coordonnées a, a, des extrémités étant définies par les conditions 
(30,9) et (30,14). 
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Problème 


Trouver la distribution des dislocations dans un champ uniforme de con- 
traintes [p(x) = p,] sur un tronçon avec un obstacle à un ou à deux bouts. . 
Solution. Dans le cas d’un obstacle à un bout (a), le calcul de l’inté- 


grale (30,13) donne: 
_r 3/24 
PO=:G VE À 


La condition (30,9) détermine la longueur du tronçon occupé par les disloc1- 
tions: & — ai = 2BD/po. De l'autre côté de l’obstacle, dans son voisinage, 
la concentration des contraintes obéit à la loi 


Go — 4; 
ŒyS Po W = 


Dans le cas d’un tronçon (de longueur 2L) délimité par deux obstacles, 
on prend l'origine des + au milieu du tronçon, et on trouve d'après (30,12): 


RS 
p (x) 1 VLi—z D2+8). 


$ 31. Equilibre d’une fissure dans un milieu élastique 


Le problème de l'équilibre d’une fissure présente un caractère 
éminemment spécifique entre autres problèmes de la théorie de 
l’élasticité. Aux termes de cette théorie, une fissure est une cavité 
existant dans un milieu élastique en présence de contraintes inter- 
nes et qui «se referme » après disparition de la charge. La for- 
me et les dimensions de la fissure dépendent essentiellement des 
contraintes agissantes. En conséquence, la spécificité mathématique 
du problème est donc qu’on se donne les conditions aux limites sur 
une surface a priori inconnue et qui sera déterminée par résolution 
du problème !. 

Considérons dans un milieu isotrope une fissure infiniment 
longue et homogène dans une direction (suivant l'axe des z) et se 
trouvant dans un champ de contraintes plan 0 (x, y) ; en d’autres 
termes, on a un problème d'élasticité plan. Nous supposerons les 
contraintes symétriques par rapport au centre de la section de la 
fissure, donc que le profil de la section est symétrique (fig. 27). 
Désignons sa longueur par 2L et sa largeur variable par h(z); la 
fissure étant symétrique, k(—zr) = h(x). 

Nous supposerons la fissure mince : À & L, se qui permettra de 
rapporter les conditions à la limite sur sa surface au segment corres- 
pondant de l’axe des x. En d’autres termes, la fissure est assimilée 


1 La théorie quantitative des fissures exposée ici appartient à G. Baren- 
blatt (1959). 
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à une ligne de discontinuité (dans le plan x, y) sur laquelle la com- 
posante normale du déplacement présente un saut: u, = + h/2. 

Introduisons au lieu de hk(xr) une autre fonction inconnue p (x) 
définie par la formule 


L 
h(a=\ pds, p(—2)=—p(2). (31,1) 


D'une manière purement formelle, il est commode d'interpréter 
la fonction p (x) comme la densité de dislocations rectilignes (suivant 
l’axe des :) continûment distribuées suivant l'axe des x, et dont les 


vecteurs de Burgers sont parallèles à l’axe des y !. On a indiqué au 
$ 27 qu'une ligne de dislocation pouvait être considérée comme le 
bord d'une surface de discontinuité, le déplacement u subissant sur 
ce bord un saut b. Dans la représentation (31,1) le saut k du déplace- 
ment normal au point x est considéré comme la somme des vecteurs 
de Burgers de toutes les dislocations passant à droite de ce point 
[l'égalité p(—zx) — —p(r) signifie que les dislocations ont des 
signes différents de part et d'autre du point x = O0]. 

t Une telle représentation permet d'écrire d'emblée l'expression 
pôur les contraintes normales (0,,) sur l’axe des x. Elles sont cons- 
tituées par les contraintes o{ (x, 0) provenant des charges extérieu- 
res [nous les désignerons succinctement par p (x)] et par les contrain- 
tes oo (x) créées par la déformation provenant de la fissure. Consi- 
dérant que ces dernières sont créées par des dislocations distribuées 
sur le segment (—ZL, L), on obtient [de même que (30,1)]: 


L 
ot (2)=—D | _—— (34,2) 


1 C’est précisément en relation avec cela que nous rattachons la théorie 
des fissures au chapitre des dislocations, bien qu'il s'agisse, au point de vue 
physique, de phénomènes tout à fait différents. 
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[pour les points du segment (—Z, L) lui-même, l'intégrale doit 
être identifiée à sa valeur principale]. Pour un milieu isotrope, 


e. ro =. E 

DE 7 4nx(1—0?) (31,3) 
(voir prob. 3 $ 28). Quant aux contraintes 6,, créées par de telles 
dislocations dans un milieu isotrope, elles s’annulent sur l’axe des z. 

La condition à la limite sur la surface libre de la fissure, rappor- 
tée (comme on l’a indiqué plus haut) au segment correspondant de 
l’axe des x, exige l'annulation des contraintes normales 0, = 
= ot + p(x). Mais cette condition demande à être précisée étant 
donnée la circonstance suivante. 

Faisons l'hypothèse suivante (confirmée par le résultat déduit) : 
à la commissure, les deux lèvres de la fissure se referment « tangen- 
tiellement », de sorte que dans cette région les deux surfaces se 
sont rapprochées à des distances très petites. Dans ces conditions, 
il y a lieu de tenir compte des forces d'attraction moléculaire entre 
les surfaces, dont l’action s'étend, comme on sait, à des distances ro 
grandes par rapport à celles entre atomes. Ces forces vont jouer un 
rôle majeur dans une bande étroite de la commissure, où L< ro, (dési- 
gnons l’ordre de grandeur de la longueur de cette région par d; l'éva- 
luation en sera donnée plus bas). 

Soit G la force de cohésion moléculaire rapportée à l'unité 
d’aire de la fissure; elle dépend de la distance = entre les surfaces. 
CURE tenu de ces forces, la condition à la limite s'écrit sous la 
orme 


oO + p(x)—G=0. (31,4) 


Il est naturel de supposer que la forme de la fissure au voisinage 
de la commissure est déterminée par le caractère des forces de cohé- 
sion et ne dépend pas des charges extérieures appliquées au corps. 
Alors, déterminant la forme de la partie principale de la fissure 
d’après les forces extérieures p (x), la quantité G revêt un caractère 
de fonction donnée, G (x) indépendante de p(x) (dans l'intervalle d, 
où seule elle est importante) !. 

Substituant dans (31,4) l'expression (31,2) de o{f), on obtient 


ainsi l'équation intégrale suivante pour p (x): 


DS = PDG (x) = w (2). GA 


1 Dans la théorie macroscopique, on se représentera la fonction G(x) crois- 
sant progressivement (lorsque L — x décroîft) jusqu'à une certaine valeur maxi- 
mum atteinte au bout de la fissure. 
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Les extrémités de la fissure étant supposées non maintenues, les 
contraintes doivent y être finies. Cela signifie que, résolvant l’équa- 
tion intégrale (31,5), nous sommes maintenant dans le dernier des cas 
examinés au $ 30, dont la réponse est donnée par la formule (30,15). 
En raison de notre choix de l'origine [au milieu du segment (—LZ, 
L)], cette formule s'écrit: 


L 
RE sys © (&) dé 
p(z)= n2 VE | Le JVL-E E—z (31,6) 


La condition (30,14) doit alors être vérifiée ; elle donne ici 


p(x) dz = G(x) dx _ 
rs rs 0 (31,7) 


[utilisant la symétrie du problème, nous sommes passés de l’intégra- 
le sur le segment (—L, L) à deux intégrales de 0 à L]. Comme G(x) 
n'est différente de zéro que dans la région L — x = d, on peut poser 
dans la seconde intégrale L? — r? © 2L(L — x), et la condition 
(31,7) se transcrit 


RO LM (31,8) 


c* 


où nous avons désigné par M la constante (qui dépend du matériau 
du milieu): 


d 
M=— ( COR. (31,9) 


42 
Cette constante peut être exprimée au moyen des caractéristiques 
mäcroscopiques usuelles du corps: modules d'élasticité et tension 
superficielle & ; comme nous le verrons ci-dessous, ce lien est repré- 
‘senté par la formule 


als / 
F SV PA 
1— 62 


(31,10) 

L'égalité (31,8) est l'équation déterminant la longueur de la 
fissure 2L en fonction de la distribution des contraintes p (x). Ainsi, 
pour une fissure tendue par des forces f appliquées au milieu de ses 
côtés [p(x) = fô(x)]l, on trouve: 


LH _ fo) 
21= 1 FCO. (31,11) 


Cependant, il est à noter que l'équilibre stable d’une fissure n'est 
pas possible pour n'importe quelle distribution p(x). Ainsi, on 
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déduit de (31,8) pour des contraintes de traction uniformes [p (x) = 
= const = pol: 

4M? 4aE 

Ep A(—0) PS 


2L= (31,12) 
Le caractère inverse de cette dépendance (Z décroît lorsque p, croît) 
indique l'instabilité de l’état. La valeur de ZL définie par (31,12) 
correspond à un équilibre instable et donne la longueur « critique » 
de la fissure : des fissures plus longues croissent spontanément, plus 
courtes, elles se « referment » (ce résultat a été obtenu la première fois 
par À. Griffith, 1920). 

Etudions à présent le profil d’une fissure. Pour L — x & d le 
rôle prééminent est joué dans l'intégrale (31,6) par la région des 
L—E- d. Alors, l'intégrale peut être remplacée par sa valeur 
limite lorsque x—£L, et on obtient p = constWL — x, d'où 


h(x)=const (L—zx)"/2 (L—zr— dj). (31,13) 


On voit que dans l'intervalle d, à la commissure, les deux lèvres 
de la fissure viennent bien se refermer tangentiellement. La valeur 
du coefficient dans (31,13) dépend des propriétés des forces de cohé- 
sion et ne peut être exprimée au moyen des paramètres macroscopi- 
ques usuels *. 

Quand on s'écarte de la commissure, alors que d& L—zr«<L, 
la région L — E — d, avec w (E) & —G (£)/D, reprend son rôle 
majeur dans l'intégrale (31,6). Mais outre les substitutions L'— 2? 
&2L(L— 7x), L? —EZ2L(L — E) on peut encore faire ici la 
substitution £ — rx =ZL—zx. Il vient finalement: 


Lis = 
= pVi ) 
M étant la même constante (31,9), (31,10). D'où 
ha = 2 VL—z (GéL-—z<L). (31.14) 


Ainsi donc, le bout du profil est indépendant des forces appliquées 
(et donc de la longueur de la fissure) dans toute la région L — x & L: 


1 Pour réaliser le passage à la limite, il faut d’abord décomposer l'intégrale 
dans (31,6) en la somme de deux intégrales de numérateurs © (E) — w (L) et 
© (L); la seconde intégrale ne contribue pas à la valeur limite cherchée. 

2 L'évaluation du coefficient dans (31,13) conduit à la valeur const — V/a/d, 
a représentant les dimensions atomiques (on a utilisé alors les évaluations 
a — aE, M — E Va). L'évaluation de la longueur 4 s'obtient de la condition 
h (d) — ro, d'où d — r4/a, soit d 5 ro. Mais il faut dire que les inégalités néces- 
saires en fait pour les évaluations possèdent une faible marge, de sorte qu’il 
ne faut pas prendre trop à la lettre la forme du « bec » terminal. 
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pour L — x ÿ d le profil est déterminé par l’expression (31,14) et 
pour L — x — d, il se termine en pointe effilée d’équation (31,13) 
(fig. 28). Ailleurs, la forme de la fissure dépend des forces appliquées. 

De sorte que, abstraction faite des détails dont les dimensions 
sont de l’ordre du rayon d’action des forces de cohésion, la fissure 
a un profil régulier qui se termine par des arcs de paraboles (31,14), 
et ce profil est entièrement déterminé d’après les forces appliquées 


(L-x) 


Fig. 28 


par les paramètres macroscopiques usuels. Mais les « becs » termi- 
naux (— d) qui apparaissent en réalité sont d'importance fondamen- 
tale, car c’est grâce à eux que les contraintes sont finies aux extré- 
mités (de la fissure. 

Les contraintes créées par la fissure dans le prolongement de l'axe 
des x sont déterminées par la formule (31,2). Aux distances z — L 
telles que d£&r—L<Li: 

! On Ph © 


M 
PV (31,15) 
‘La croissance des contraintes quand on s'approche de la commissure 
continue suivant cette loi jusqu'à des distances z — L — d, puis 
&yy tombe à zéro au point x = L. 

Reste à déduire la formule (31,10) indiquée plus haut, reliant la 
constante M aux quantités macroscopiques usuelles. Nous écrirons 
à cet effet la condition de minimum de l'énergie totale libre en annu- 
lant sa variation lorsque la longueur L varie. 

D'une part, lorsque la fissure s’allonge de ôL, son énergie super- 
ficielle sur ses deux surfaces libres s'accroît de ôFsup — 24ôL. Dans 


. 1 L'intégrale se calcule facilement directement, mais on n'a même pas 
à faire ce calcul si l'on tient compte du lien entre les fonctions p (x) pour x < L 


et oc pour z > L, qui résulte aussitôt des déductions faites au $ 30. 
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le même temps, l’« ouverture » de la commissure fait décroître 
l'énergie élastique Fsias de 


+ | owtan(s) ds, 


n (x) étant la différence entre l'ouverture des lèvres après et avant 
leur déplacement. Le profil du bout de la fissure ne dépendant pas 
de sa longueur, on a n(xr) = h(r — ôL) — h(x). Les contraintes 
Oyy = Opourz << L,etonak (x) = 0 pour z > L. On obtient donc: 


L+ôL 
SFtas = —+ | out h(r—8L) dr. 
L 
Substituant ici (31,14) et (31,15), il vient: 
LL ôL 
PRE \ EI go 0 | Via 
wD z—L D | V5r—y 


PS 


2xED 
Enfin, on déduit de ôFeup+ ÔFélas = 0 la relation M° = 4xaD, 
ce qui donne bien (31,10) !. 


1 Notons que sous cette forme la théorie exposée, y compris la relation 
(31.10), s'applique en fait aux corps idéalement fragiles, pour lesquels l'élasti- 
cité linéaire subsiste jusqu’à la rupture (tels le verre, le quartz fondu). Dans 
les corps doués de plasticité, par contre, la formation d’une fissure peut être 
accompagnée par une déformation plastique aux extrémités. 


CHAPITRE V 


CONDUCTION THERMIQUE ET VISCOSITÉ 
DANS LES CORPS SOLIDES 


$ 32. Equation de la chaleur dans les solides 


L'échauffement non uniforme d’un milieu solide n’entraîne pas 
convection dans ce milieu, comme c’est ordinairement le cas dans 
les liquides. Partant, la transmission de la chaleur s'opère exclusive- 
ment par conduction, et les processus de conduction dans les solides 
sont décrits par des équations relativement plus simples que dans les 
liquides, où la convection vient compliquer les choses. 

L'équation de la chaleur dans un milieu solide peut être déduite 
directement de la loi de la conservation de l'énergie exprimée sous 
forme d’« équation de continuité » pour la quantité de chaleur. La 
quantité de chaleur ns en l'unité de temps par l’unité de volu- 


me du corps est égale à 1e 77 »S étant l'entropie de l'unité de volume. 


Cette quantité doit être éralée à à — div q, q étant la densité du flux 
de chaleur. Ce flux peut pratiquement s’écrire toujours sous la forme 
q = — XVT, c'est-à-dire qu'il est proportionnel au gradient de la 
température (x étant le coefficient de thermoconduction). De sorte que 


TS — div (ZVT). (32,1) 


---En vertu de la formule (6,4), l’entropie peut s’écrire sous la forme 
S =$0 (T) + Kauy:, 


a étant le coefficient de dilatation thermique, et S, l’entropie du 
corps dans l’état non déformé. Nous supposerons, comme cela a lieu 
d'ordinaire, les différences de température dans le corps assez peti- 
tes pour pouvoir supposer constantes des quantités telles que x, &, 
etc. Alors, après substitution de l'expression de S écrite ci-dessus, 
l'équation (32,1) prend la forme 


re + akT ML = LAT. 
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I1 est connu en thermodynamique que C» — C, = Ka?T, d'où 


aKT = (Cp — Cy)/&. On peut écrire la dérivée de S, sous la forme 
850 _ 8S0 ©T RE LE | HR 
ST DT A la dérivée r étant prise pour u;; = divu = 0, 


c’est-à-dire à volume constant, et vaut donc . 
On trouve finalement l'équation de la chaleur sous la forme: 


ô Cp—C ; 
Co + div u = xAT. (32,2) 


Pour avoir le système d'équations complet, il faut encore associer à 
cette dernière l'équation définissant la déformation du corps non 
uniformément chauffé. Telle est l'équation d'équilibre (7,8) : 


2(1—6)graddivu—(1—2o)rotrotu— "Ce çr, (32,3) 


L'équation (32,3) permet, en principe, de déterminer la déformation 
du corps pour une distribution arbitraire donnée de la température. 
Substituant l'expression ainsi obtenue de div u dans (32,2), on ob- 
tient l'équation déterminant la distribution de la température, où seule 
T (x, y, z,t) est la fonction inconnue. 

Considérons, par exemple, la propagation de la chaleur dans un 
milieu solide illimité où la distribution de la température n'est 
assujettie qu'à une seule condition: à l'infini la température tend 
vers une limite constante 7, et il n’y a pas déformation. Ceci 
posé, l'équation (32,3) conduit au lien suivant entre div u et T 
(cf. prob. 8 $ 7): 


divu — 


1+0 
ue) «(T—To). 


Substituant cette expression dans (32,2), on obtient 


(A+o)Cp+2(1—20)C 87 
qui est l'équation simple de la chaleur. 

Une équation de ce type décrit aussi la distribution de la tempé- 
rature le long d’une barre mince droite, pourvu qu’elle ne soit pas 
fixe à l’une au moins de ses extrémités. La distribution de la tempé- 
rature dans chaque section transversale pouvant être considérée com- 
me constante, 7 ne sera fonction que de la seule coordonnée zx le 
long de la barre (et du temps). La dilatation thermique d’une telle 
barre n’a pour effet que la variation de sa longueur, elle n'’affecte 
pas sa rectitude et n’y donne pas naissance à des contraintes internes. 


Aussi est-il clair que la dérivée & dans l'équation générale (32,1) 
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2 Ch es 
FT) T' la distribu- 


tion de la température sera décrite par l'équation de la chaleur 
unidimensionnelle : 


sera prise à pression constante, et comme 


Au reste, il est à noter que, avec une précision pratiquement suffi- 
sante, la distribution de la température dans un corps solide peut 
toujours être déterminée par une équation simple. En effet. le second 
terme du premier membre de (32,2) est une correction de l’ordre de 
(Cp — C>)/Cy par rapport au premier terme. Or, la différence C}— Cv 
est d'ordinaire infime chez les corps solides, et si on en fait 
abstraction, l'équation de la chaleur peut toujours s'écrire pour 
ceux-ci sous la forme 


= XAT, (82,5) 
x étant le coefficient de température déterminé par le rapport X =+ 


du coefficient x à une certaine chaleur spécifique moyenne C de 
l'unité de volume. 
$ 33 Conduction de la chaleur dans les cristaux 


Dans un corps anisotrope, la direction du flux de chaleur q ne 
doit pas, en général, coïncider avec celle du gradient de température. 


Aussi, au lieu de la formule q = — xVT entre q et le gradient de 

température, on aura dans un cristal la dépendance plus générale 
ôT 

{ DNS EE (33,1) 


‘ On appelle %;, tenseur de thermoconduction du cristal. En vertu de 
cette dépendance, l'équation de la chaleur (32,5) aura elle aussi une 
forme plus générale: 


(33,2) 


Nous allons montrer que le tenseur %x,4, est symétrique: 
Kia = HR (33,3) 


Ceci résulte du principe de symétrie des coefficients cinétiques !. 


1 Cf. « Physique statistique », $ 122. 
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La vitesse de croissance de l’entropie totale du corps grâce aux 
processus irréversibles de thermoconduction est 


$tot= — | Ya gy = — {aiv-av+ |'agrad-+ a. 


Transformée en intégrale de surface, la première intégrale s’éva- 
nouit. Il vient donc: 


So= | gv av = — (ar, 


ou 
à T a: 
So — | 55 a dv. (33,4) 


En accord avec la définition générale des coefficients cinétiques !, 
on peut conclure en vertu de (33,4) que dans le cas précis tels sont les 
coefficients T°?x;4 dans les relations 


1 à 
g=—Trin (F3 . 
Dès lors, la symétrie des coefficients cinétiques justifie la rela- 
tion (33,3). 
La forme quadratique 


mn GOT BTE 
gi oz, ‘VX Ory dry 


doit être définie positive, puisque doit être positive la dérivée (33,4) 
de l'entropie par rapport au temps. La condition qu’une forme 
quadratique soit définie positive est, comme on sait, que les valeurs 
principales de la matrice de ses coefficients soient positives. Partant, 
toutes les valeurs principales du tenseur x;;, sont toujours positives, 
ce qui résulte d'ailleurs aussitôt de considérations simples sur la 
direction du flux de chaleur. 

Le nombre des diverses composantes indépendantes de #;x dépend 
de la symétrie du cristal. Comme z#;4 est symétrique, il est évident 
que ce nombre est le même que pour &;4 (tenseur de dilatation ther- 
mique; cf. $ 10). 


$ 34. Viscosité des corps solides 


Etudiant le mouvement dans les corps élastiques, nous supposions 
jusqu’à présent que le processus de déformation évolue d'une manière 
réversible. Mais en réalité le processus n'est thermodynamiquement 


1 Nous utilisons ici la définition sous la forme donnée dans la « Méca- 
nique des fluides », $ 58. 
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réversible que si sa vitesse est infiniment petite, de sorte qu'à chaque 
instant s'établit l’état d'équilibre thermodynamique. Mais un 
mouvement réel se déroule avec une vitesse finie, le corps ne se trouve 
pas à chaque instant en équilibre, et il est le siège de processus qui 
ont tendance à le ramener à l'état d'équilibre. La présence deces 
processus aboutit à l’irréversibilité du mouvement, exprimée, notam- 
ment, dans la dissipation d'énergie mécanique !, qui, à la longue, 
se transforme en chaleur. 

La dissipation de l'énergie est due à deux espèces de processus. 
Primo, la température variant d'un point à l’autre du corps, celui-ci 
est le siège de processus irréversibles de thermoconduction. Secundo, 
si un mouvement interne quelconque s'effectue dans le corps, il 
donne lieu à des processus irréversibles provenant de ce que la vites- 
se du mouvement est finie; ces processus de dissipation d'énergie 
peuvent s’appeler, ainsi que dans les liquides,processus de frotte- 
ment interne ou de viscosité. 

Dans la plupart des cas, la vitesse du mouvement macroscopique 
dans le corps est si petite que la dissipation d'énergie est insigni- 
fiante. Les processus « quasi réversibles » de ce genre peuvent être 
décrits au moyen de la fonction de dissipation 2. 

Précisons. Si l’oña un système mécanique dont le mouvement 
est accompagné de dissipation d'énergie, le mouvement peut être 
décrit par les équations du mouvement ordinaires, dans lesquelles 
il suffira d'ajouter aux forces agissant sur le système les « forces 
dissipatives » ou « forces de frottement », qui sont des fonctions 
linéaires des vitesses. Ces forces peuvent être écrites sous la forme des 
dérivées par rapport aux vitesses d’une certaine fonction quadratique 
des vitesses dite fonction de dissipation W. La « force de frottement » 
fa Correspondant à l’une quelconque des coordonnées généralisées Qa 
du système a alors la forme 

{ fa= — Ch : 

da Ô%a 
La fonction de dissipation Ÿ est une forme quadratique définie 
Positive des vitesses ga. La relation écrite est équivalente à 


SE — — S faôQas (34,1) 


ÔY étant la variation de la fonction de dissipation dans une varia- 
tion infinitésimale des vitesses. On peut aussi montrer que 2W donne 


1 On entend ici par énergie mécanique la somme de l'énergie cinétique du 
mouvement macroscopique dans le corps élastique et de son énergie potentielle 
(élastique) due à la présence de la déformation. 

2 Cf. « Physique statistique », 8 123. 
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la diminution de l'énergie mécanique du système dans l'unité 
de temps. 

Il est facile de généraliser la relation (34,1) au cas du mouvement 
avec frottement dans un corps continu. L’état du système est alors 
déterminé par un ensemble continu de coordonnées généralisées. 
Ces coordonnées sont le vecteur déplacement u donné en chaque 
point du corps. La relation (34,1) doit être recopiée sous forme 
intégrale : 


8 | wav —\ f:ôu; dV, (34,2) 


fi étant la composante de la force dissipative f agissant sur l'unité 
de volume du corps; nous écrivons la fonction de dissipation totale 


du corps tout entier sous la forme | WdV, W étant la fonction de 


dissipation rapportée à l'unité de volume du corps. 

Trouvons à présent la forme générale de la fonction de dissipa- 
tion Ÿ pour les corps déformables. La fonction Y décrivant le frotte- 
ment interne doit s’annuler s'il n'y a pas dans le corps de mouvement 
interne, notamment s'il n'accomplit qu’une translation ou une 
rotation d'ensemble. Autrement dit, la fonction de dissipation doit 


être nulle pour u = const et pour u — Q@ X r. Cela signifie qu'elle 
doit dépendre non pas de la vitesse elle-même, mais de son gradient, 
et elle ne pourra contenir que des combinaisons des dérivées s’annu- 


lant pour u = Q X r. Telles sont les sommes 
ET 
0x; 


oui F. 


dTk 


c'est-à-dire les dérivées D du tenseur de déformation par rapport au 
temps !. De sorte que la fonction de dissipation doit être une fonc- 


tion quadratique des Uk. La forme la plus générale d'une telle fonc- 
tion est 


4 . 
Ve Minimlinlime (34,3) 
Le tenseur de rang quatre ñ;xim peut être appelé tenseur de viscosité. 
T1 possède les propriétés de symétrie évidentes : 
Nikim = Mimik = Matim = Miami (34,4) 


Cette expression est exactement analogue à l'expression (10,1) 
pour l'énergie libre d'un cristal : le tenseur d'’élasticité est remplacé 


1 Comparer avec les raisonnements tout à fait analogues au sujet d’un 
liquide visqueux: « Mécanique des fluides», $ 15. 
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maintenant par ;rim, et u;x par le tenseur u;,. De sorte que tous 
les résultats déduits au $ 10 pour le tenseur À;xrm dans les cristaux 
de différentes symétries s'appliquent intégralement à ;z1m. 
Notamment, dans un corps isotrope ;xim n'a que deux composan- 
tes indépendantes et Ÿ peut s’écrire sous une forme analogue à l’ex- 
pression (4,3) pour l'énergie élastique d’un corps isotrope: 


Pan (üu—+ ét ) + Eu, (34,5) 


n et à étant deux coefficients de viscosité. Comme Y est définie 
positive, les coefficients n, & doivent être positifs. 

La relation (34,2) est exactement la même que celle qui avait 
lieu pour l'énergie élastique libre: 


ô \ FdV= —{ Fou; dV, 


00ik » : fa 
F;= Far étant la force agissant sur l'unité de volume du corps. 
(] 


Dès lors, l'expression de la « force dissipative » f; en fonction de 


ux peut s'écrire diregtement par analogie avec celle de F; en fonction 
de u;,. On a: 


80ik 
Îi am à (34,6) 
où le tenseur « dissipatif » des contraintes 6;, est déterminé par 
, C4 ; ” 
ik = — Mikimllime (34,7) 
dUihk 


On peut donc tenir compte de la viscosité dans les équations du 
mouvement en y remplaçant simplement le tenseur des contraintes 
O;x par la somme 6; + Gin. 

tDans un corps isotrope 


A 0 1 . ; Ft 
Oix — 20 (ain + éuntint ) + Guudix. (34,8) 
L 1 Lt 
Naturellement, cette expression coïncide formellement avec celle 
du tenseur visqueux des contraintes dans un liquide. 


$ 35. Absorption du son dans les corps solides 


L’absorption du son dans les corps solides peut être calculée tout 
comme le facteur d'absorption dans les liquides !. Faisons ici les 
calculs correspondants pour un corps isotrope. La part de l’énergie 


1 Cf. « Mécanique des fluides », $& 77. 
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dissipée par suite de la thermoconduction (Ëméc) est donnée par 
l'intégrale 

—+ \ (PT): dv. 
Mais grâce à la viscosité, il se dissipe encore dans l'unité de volu- 
me du corps et dans l'unité de temps une énergie égale à 2W, de 
sorte que la part totale Ens due à la viscosité est égale à l'intégrale 
—2\ wav. Utilisant l'expression (34,5), on obtient donc la formule 


Q e 1 C0] 2 en 
née = — 4 | (V7) 4 —2n | (un —+ Gun )" av —t | ui av 
(35,1) 
Pour calculer le gradient de température, notons que les vibra- 
tions sonores sont, en première approximation, adiabatiques. Par- 


tant de l'expression (6,4) de l’entropie, écrivons la condition d'’adi- 
abatisme sous la forme 


So(T)+Kau;; = So (To); 


To étant la température dans l'état non déformé. Développant la 
différence So (T) — Ss(To) en série des puissances de T — T;,, on 
a en se limitant aux termes du premier ordre 


So(T)—So 2e = 


(la dérivée de l’entropie se calcule pour u;; = . c'est-à-dire à volu- 
me constant). De sorte qu'on a 


TaK 
T—To = — cé, Uri. 
Utilisant de même les relations 
K 4 
K= Ko => ad €t 2d — —- ci, 


nous recopierons cette expression sous la forme 
T— To = = —-<+— Ze e (a = ra) Uri. (35,2) 


Envisageons d'abord d'ondes élastiques transversales. 
La thermoconduction ne peut donner lieu à l'absorption de telles ondes 
(à l’approximation considérée). En effet, dans une onde transversale 
u;; = 0, et, en vertu de (35,2), la température y est constante. Sup- 
posons la direction de la propagation de l’onde choisie pour axe 
des z ; alors, u, = 0, u, = uo, cos (kxr — wi), u, = uo, cos (4x — wt), 
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et des composantes du tenseur de déformation seules ne sont pas 
nulles 


Us = — ps © sin (4x —w!). 


uoyh 
Uxy = 2 


Nous rapporterons la dissipation d'énergie à l’unité de volume 
du corps ; on obtient pour la moyenne (temporelle) de cette quantité 
d’après (35,1) : 


. 


Enéc = Je = = (u + us), 


où l’on a substitué À — w/c,. Par ailleurs, l'énergie moyenne totale 
de l’onde est égale au double de l'énergie cinétique moyenne, soit 


E=p u°dV ; rapportant de même cette quantité à l'unité de vo- 
lume, il vient: 


E=— LS (u8, +ui). 


0 
Le facteur d'absorption du son est défini comme le rapport de la 
dissipation moyenne d'énergie au double du flux moyen d'énergie 
dans l'onde ; cette quantité définit la loi de variation de l'amplitude 
de l'onde avec la distance, qui diminue en raison de ex. On trouve 
de la sorte pour le facteur d'absorption des ondes transversales 
l'expression suivante: 


Emée_ _ 10° (35,3) 


Dans une onde sonore longitudinale Ux = Ug COS(AT — wt), u, = 
—u, = 0. Un calcul analogue à l’aide des formules (35,1) et 


.(#,2) donne: 
(1- RE). ]J. 65, 


id = De Æ [(Sntt) + 

A strictement parler, ces formules ne concernent que les corps 
amorphes complètement isotropes. Mais en ce qui concerne l’ordre 
de grandeur, elles définissent la loi d'absorption du son aussi bien 
dans les monocristaux anisotropes. 

L’absorption du son dans les corps polycristallins a ses particu- 
larités. Si la longueur de l’onde sonore À est petite en comparaison 
des dimensions a des diverses cristallites, le son est absorbé dans 
chacune d'elles de la même façon qu’il serait absorbé dans un grand 
cristal, et le facteur d'absorption est proportionnel à w°. 


xT ct 
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Mais si À > a, le caractère de l'absorption varie. On peut consi- 
dérer dans une telle onde que chaque cristallite subit une pression 
uniforme. Toutefois, par suite de l’anisotropie des cristallites et 
des conditions aux limites sur leurs surfaces de contact, la déforma- 
tion qui en résulte n'est pas uniforme. Elle subit d'importantes 
variations (de l’ordre de la déformation elle-même) sur une distan- 
ce égale aux dimensions d’une cristallite, et non pas sur une longueur 
d'onde, comme dans un corps homogène. Les vitesses de variation de 


la déformation &;, et les gradients de température qui apparaissent 
sont importants pour l'absorption du son. Les premières auront, 
comme auparavant, un ordre de grandeur ordinaire. Mais les gra- 
dients de température sont anomalement grands dans les limites de 
chaque cristallite. Partant, l'absorption du son due à la thermocon- 
duction sera grande au regard de celle résultant de la viscosité, et il 
suffit de calculer la première. 

Envisageons deux différents cas limites. Le temps du nivelle- 
ment de la température par thermoconduction sur des distances — a 
(temps de relaxation pour la thermoconduction) est de l’ordre de a?/. 
Supposons d’abord w<%/a*. Cela signifie que le temps de relaxation 
est petit en comparaison de la période des vibrations dans l'onde, 
ce qui fait que l'équilibre thermique dans les limites de chaque 
cristallite arrive largement à s'établir; nous avons en l'occurrence 
des vibrations quasi isothermes. 

Soient 7” les différences de température qui apparaissent dans une 
cristallite et 7 les différences qui apparaîtraient dans un processus 
adiabatique. La dépense de chaleur par conduction (par unité de 
volume) est 
xT° 
a? 


—divq==xAT' — 


Quant à la quantité de chaleur dégagée lors de la déformation, elle 
est de l'ordre de T$C — wT,C (C étant la chaleur spécifique). Il 
vient en égalant ces deux expressions : 
’ , wa 
T'=T, à 


La température varie de — T° sur une distance égale aux dimensions 
de la cristallite, de sorte que son gradient — T’/a. Enfin, on déduit 


T, de (35,2), où l'on posera w, — ku — © u (u étant l'amplitude 
du vecteur déplacement) : 


Ve Tageo “ (35,5) 


(évaluant les ordres de grandeur, nous ne distinguons naturellement 
pas les différentes vitesses du son c). Calculant à l’aide de ces résul- 
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tats la dissipation d'énergie dans l'unité de volume: 

Es # x [/ T' \2 

Emée— 7 (VTŸ — + (+) 


et la divisant par le flux d'énergie cE — cpw°u?, on obtient le fac- 
teur d'amortissement cherché: 


Ta?pca? 


TC w? pour o € À (35,6) 


(K. Zener, 1938). Comparant cette expression avec l'expression usuel- 
le (35,3) et (35,4), on peut dire que, dans le cas considéré, l’absorp- 
tion du son par un corps polycristallin a lieu comme s’il possédait 
une viscosité 
Ta?p?cia? 
er 


bien supérieure à la viscosité réelle des cristallites constituantes. 

Puis, envisageons le_cas limite opposé où w > x/a°. En d’autres 
termes, le temps de relaxation est grand en' comparaison de la 
période des vibrations dans l’onde, et les différences de température 
qui apparaissent au cours de la déformation n'arrivent pas à se 
niveler tant soit peu pendant chaque période. Mais il serait faux 
de considérer que les gradients de température déterminant l'absorp- 
tion du son sont de l'ordre de 7//a, car nous ne tiendrions compte 
que du processus de conduction dans chaque cristallite. Or, l'échange 
de chaleur entre cristaux voisins doit jouer un role majeur dans le 
cas précis (M. Isakovitch, 1948). Si les cristallites étaient calorifu- 
gées les unes des autres, à la surface de contact entre elles apparaï- 
traient des différences de température du même ordre 7; que les 
différences de température dans les limites d'une seule cristallite. 
Mis en réalité les conditions aux limites exigent la continuité de 
la’ température à travers les surfaces de contact entre cristallites. 
Ceci étant, on a des « ondes de température » qui se « propagent » 
à Partir des frontières vers l’intérieur d’une cristallite et s’amortis- 


sent à la distance ! 
— + 
Fe 


1 Rappelons que si un milieu thermoconducteur est limité au plan z—0, 
dont la température excédentaire varie périodiquement suivant la loi T'=Te-{®!, 
la distribution de la température dans le milieu est décrite par l’e onde de tem- 
pérature » 

T'=Tpetote-( +i)x Vu/2x 


(cf. « Mécanique des fluides», $ 52). 
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Dans le cas envisagé Ô & a, c'est-à-dire que le gradient de tempé- 
rature principal est de l’ordre de T;/à et a lieu à des distances peti- 
tes en comparaison des dimensions générales de la cristallite. La 
partie correspondante du volume de la cristallite est —a°’ô; en la 
rapportant au volume total —a, on trouve la dissipation moyenne 
d'énergie: 


EM (Te Neo, xTo 
mé T | as Taë 


Substituant à 7, son expression (35,5) et divisant par cE — cpw°u?, 
on obtient le facteur d'absorption cherché 


To? = 
Y— _—. ÿ xw pour w >. (35,7) 


Il est proportionnel à la racine de la fréquence !. 
Ainsi donc, le facteur d'absorption du son dans un corps polycris- 
tallin varie aux plus petites fréquences (o< %/a?) comme w*°; puis 


vient ( pour L & o < +) un intervalle de variation proportionna- 


lité à Vo,et pour w > c/a le facteur d'absorption est de nouveau 
proportionnel à w°. 

Des considérations analogues concernent aussi l’amortissement 
d'ondes transversales dans des barres et plaques minces (X. Zener, 
1938). Si h est l'épaisseur de la barre ou de la plaque, pour À > h 
le gradient de température est important dans la direction transver- 
sale, et l'amortissement est causé principalement par la conduction 
(voir les problèmes de ce paragraphe). Si l’on a en outre la condition 
&< %x/h?, on pourra considérer les vibrations isothermes ; aussi, cal- 
culant, par exemple, les fréquences des vibrations propres de la barre 
ou de la plaque, faudra-t-il utiliser dans ce cas les valeurs isothermes 
des modules d'élasticité. 


Problèmes 


1. Déterminer le facteur d'amortissement des vibrations propres longitu- 
dinales d’une barre. 
Solution. Le facteur d'amortissement dans le temps est par définition 


s=| Eméc | 
2E 
l'amplitude des vibrations décroît en raison de e-Bf. 


. 
L 


1 La même dépendance fréquentielle caractérise aussi l'absorption du son 
dans un liquide ou dans un gaz au voisinage d’une paroi solide (dans un tube, 
par exemple); cf. « Mécanique des fluides », 8 77 
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Dans une onde longitudinale, il y a dans chaque petit tronçon de la barre 
traction ou compression simple; composantes du tenseur de déformation: 


ôu: ôu; 
Uzz = d= » Uxx = Uyy = — Cad d= 


Nous écrirons pour u,: u, — up COS kz cos wt, où 
Q 
V Eaa/P 


Les calculs, analogues à ceux du texte, donnent pour le facteur d'amortissement 
l'expression : ù 


p= eo? { n Si—4c; bc? ee) 
LE à 


k= 


3 Ge | GG -k) | 20 


Nous avons introduit ici au lieu de Ead, Oad les vitesses «y, c en vertu des 
formules (22,4). 
2. La même chose pour les vibrations longitudinales dans une plaque. 
Solution. On a pour des ondes de vibrations parallèles à la direction 
de l'onde (à l’axe des r) les cymposantes non nulles du tenseur de déformation : 


cf. (13,1)]. La vitesse de propagation de ces ondes est égale à 


V4 Ead 
P(—0i) | 
Le calcul donne: 


p- { on Seitäc—6ciei bei _ATatp? gas) 
7 2p U3 Ocicr(ei—c) ‘ ci(ci—c?) ET L 
On a pour des ondes de direction des vibrations perpendiculaire à celle 


de l'onde uyy = 0, et l'amortissement provient de la seule viscosité n. Le 
facteur d'amortissement pour ces cas est toujours donné par la formule 


__ _n®° 
; B- 2ocf 


L'amortissement des vibrations de torsion dans les barres relève aussi de ces 
Fra, Déterminer le facteur d'amortissement des vibrations transversales 
jupe d'une barre (de fréquences soumises à la condition w © 4/3, k étant 
‘épaisseur de la barre). 
Solution. Le rôle fondamental dans l'amortissement incombe à la 
thermoconduction. Conformément au $ 17, on a dans chaque élément de volume 
de la barre: 


z z 
Ur  Uxx y — Sad 7 


(flexion dans le plan z, :); pour w ÿ y/k? les vibrations sont adiabatiques. 
En flexion faible, le rayon de courbure R = 1/X”, de sorte que 


ui =(1—20aà) zX" 
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(on dérive par rapport à :). La température varie le plus rapidement transver- 


salement à la barre ; aussi (ÿT)?= ( +) ?. On obtient à l'aide de (35,1) et (35,2) 
pour la dissipation moyenne d'énergie dans toute la barre 


XTAE2,S ç _— 
ER \ X72 d: 
Dinar 
(S est l'aire de la section de la barre). On peut trouver l’énergie totale moyenne 
en tant que le double de l'énergie potentielle 


Eadly \ X"2 42. 


On obtient en définitive pour le facteur d'amortissement 


p— XTa®SEad 
181,C% 


4. La même chose pour les vibrations transversales d'une plaque. 
Solution. On a conformément à (11,4) dans chaque élément de volume 
de la plaque 


(flexion dans le plan r, :). On obtient la dissipation d'énergie d’après les for- 
mules (35,1) et (35.2), et l'énergie moyenne totale en doublant l’expression 
(11,6). Le facteur d'amortissement est 


5. Déterminer la variation des fréquences propres des vibrations transver- 
sales d’une barre par suite du non-adiabatisme des vibrations. La barre a la 
forme d’une plaque longue d'épaisseur 4. La surface de la barre est supposée 
calorifugée. 

Solution. Soit Tag (x, t) la distribution de la température dans la 
barre lors de vibrations adiabatiques, et T' (x, t) la distribution effective (x 
est la coordonnée suivant l'épaisseur de la barre; on néglige la variation de 
la température suivant le plan y: comme plus lente). Puisque pour T = Tag 
il n'y a pas échange de chaleur entre les divers tronçons du corps, il est clair 
que l'équation de la chaleur doit avoir la forme 


ô eT 

HT Tad xx: 

Pour des vibrations périodiques de fréquence & les écarts Taa = Tad — To, 
t = T — To de la température à partir de sa valeur d'équilibre T, sont pro- 
portionnels à e—iwf, et on a: 


(dérivation par rapport à x). Puisque, d'après (35,2), taa est proportionnel 
à uyy et les composantes u;, à x (cf. $ 17), on a Tad — Az, À étant une cons- 
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tante qu'il n’y a pas lieu de calculer (elle ne figure pas dans la réponse défi- 
uitive). La solution de l'équation +” +Ps = 47 avec la condition à la 


limite t’ = 0 pour x = —— (la surface de la barre est calorifugée) est 


mi 
Ale) k=(1+)/ F- 


k cos k — 


Le moment M. des forces de cantraintes internes dans la barre courbée 
(l lexion dans le plan z, z) est constitué par une partie isotherme M,iso (moment 
ors de flexion isotherme) et par une partie résultant de l'échauffement non 
uniforme de la barre. Si Myad est le moment lors de flexion adiabatique, au 
cours d’un processus pas tout à fait adiabatique, la partie supplémentaire 
du moment diminue en comparaison de Mad — Myiso dans le rapport 


” h/2 
Ea f td: 
_ —h/2 
1+17 (nee 
Î 2Tad d5 
—h/2 
Définissant pour une fréquence arbitraire w le module d'Young E,, en tant 
[cf. (17,8)] et notant que 
Eaa —E = BE {cf. (6,8); Æ est le module d’'Young isotherme], on peut 
P 


que coefficient de proportionnalité entre M, et 


écrire: 
Ta? 
Eo=E+11+f (0) E 5. 
a 


Le calcul donne pour f(w) l'expression 


24 kh kh 
t fo)= se Cr t 


L 2 
Pour & —+ o on obtient, comme il se doit, f — 1, de sorte que Ex = Ead, 


et pour © — 0 on a f — 0 et E = E. . L 
Les fréquences des vibrations propres sont en raison de la racine du module 


d'Young (cf. prob. 4, 5, 6 $ 25). Aussi a-t-on: 


&= &0 [ 1+-/ (x) Te ] 


&) désignant les valeurs des fréquences propres lorsque les vibrations sont 
complètement adiabatiques. Cet w est complexe. Séparant les parties réelle 
et imaginaire (& — w’ + if), on obtient finalement pour la fréquence propre 
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et pour le facteur d’amortissement 
1 sh£+sin'E 7], 


2ETa?y 
Pc, Cr É+cosE |” 


avec E = À 7. 


Pour les grandes valeurs de £, la fréquence w tend, comme il se doit, vers 
&, et le facteur d'amortissement vers 


B : 2ETa?} 
7” 8Ch? ? 


ce qui est conforme au résultat du prob. 3. 
Pour ce qui est des £ petits, ils correspondent à des conditions quasi isother- 


mes; dans ce cas 
ETa? ) ] f E 
© & &p (| 1— æ& 0 , 
? ( 18C» ui Ead 


et le facteur d'amortissement 


. DT'ath? , 
PB g00 x 


$ 36. Liquides très visqueux 


Pour les liquides typiques, les équations de Navier-Stokes s’appli- 
quent tant que les périodes du mouvement sont grandes en comparai- 
son des temps moléculaires. Mais ceci ne concerne pas les liquides 
très visqueux. Pour ceux-ci, les équations hydrodynamiques usuelles 
deviennent inapplicables alors que les périodes du mouvement sont 
bien plus grandes. Il existe des liquides visqueux qui se comportent. 
dans des laps de temps suffisamment petits (mais grands au regard 
des durées moléculaires) comme des corps solides (tels le colophane, 
la glycérine). Les corps solides amorphes (tel le verre) peuvent être 
considérés comme le cas limite de liquides très visqueux de ce genre. 

Les propriétés de ces liquides peuvent être décrites par le procédé 
suivant (dû à Maxwell). Dans des laps de temps petits leur déforma- 
tion est élastique. Une fois que la déformation a cessé, ils conservent 
des contraintes de glissement, qui s’amortissent toutefois avec le 
temps, de sorte qu’au bout d’un temps suffisamment long les con- 
traintes internes dans le liquide ont virtuellement disparu. Soit + 
l’ordre de grandeur du temps d’amortissement des contraintes (on 
appelle parfois + temps maxwellien de relaxation). Supposons le 
liquide subissant l'action de forces extérieures périodiques de fré- 
quence &. Si la période 1/w de la variation des forces est grande en 
comparaison du temps de relaxation t, c'est-à-dire si ot < 1, le 
liquide considéré se comportera comme un liquide visqueux ordi- 
naire. Par contre, pour des fréquences w suffisamment grandes (alors 
que wt > 1) le liquide se comportera comme un corps solide amorphe. 
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En raison de ces propriétés « intermédiaires » des liquides con- 
sidérés, on peut les caractériser simultanément par le coefficient 
de viscosité n et un certain « module de glissement » u. Il est facile 
de déduire une relation liant les ordres de grandeurs de n, u et du 
temps de relaxation t. Lors de l'action de forces périodiques de 
fréquence suffisamment petite, alors que le liquide se comporte 
comme un liquide ordinaire, le tenseur des contraintes est déterminé 
par l'expression usuelle pour les contraintes visqueuses dans un 
liquide, savoir: 


Oin = 2NUix — —2inou;z. 


Dans l'autre cas limite des fréquences grandes, le liquide se 
comporte comme un solide, et les contraintes internes doivent être 
déterminées par les formules de la théorie de l'élasticité. savoir 
Oin = 2uu;r (il s'agit tout le temps de « déformations de glissement 
pur », de sorte qu'on suppose u;; = 0,0;; — 0). Pour des fréquences 
&w — 1/x les contraintes définies par ces deux expressions doivent 


en . . u u 
coïncider en ce qui concerne l’ordre de grandeur. On a donc _ — Le : 
d'où 


Re (36,1) 


qui est la relation cherchée. 

Déduisons enfin l’équation du mouvement qui décrit qualitati- 
vement le comportement des liquides considérés. Nous partirons 
pour cela de l’hypothèse la plus simple sur la loi d'amortissement 
des contraintes internes (après l’arrêt du mouvement) ; en l’occur- 
rence, nous supposerons cet amortissement exponentiel, ce à quoi 
correspond l’équation 

dOik 1 
{ dt TT 
, 
Par ailleurs, on aurait dans un corps solide o;, — 2uu;,, et en con- 
séquence 


doOik 2 duik 


dt dt 


Il est facile de voir que l'équation 


d 1 du; 
at On 2h GE ee) 


conduit à des résultats justes dans les deux cas limites de mouvements 
lents et rapides, et peut donc servir d’équation interpolatoire pour 
les cas intermédiaires. 
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Ainsi, pour un mouvement périodique, quand uix et Gin 
dépendent du temps par l'intermédiaire du facteur e-i”!, on tire 
de (36,2) 

: 1 : 
—iOOi8 + TTR= — Liopuix, 
d'où 
D] 


1+ 


Ok —= 6 Uir. (36,3) 
ot 

Pour wtÿ1 cette formule donne 06,4 = 2uux, c'est-à-dire l'expres- 
sion usuelle pour les corps solides, et pour wt<1: 


Oin = — 2iutou;s = 2uTuix, 


qui est l'expression usuelle pour un liquide de viscosité ut. 


INDEX 


Rent de compression uniforme 
— — dilatation thermique 26 

— — Lamé 19 

— — Poisson 23 

Compression uniforme 14, 19 

— uniaxiale 25 

Concentration des contraintes 74 
Contraintes internes 11 


Déformation d'un cylindre 33 
— d'une boule 32 

— élastique 17 

— plane 29 

— plastique 170 

Densité des dislocations 169 
— du flux de dislocations 172 
Dislocation de bord 156 

— hélicoïdale 157 


Equations biharmoniques 29 
Etat de contrainte plan 70 


Glissement 19 
Green, tenseur 39, 41 


Instabilité élastique 84, 123 


Liquide de Maxwell 201 


Membrane 79 


Module de compression uniforme 19 
— — glissement 19 

— — traction (d’Young) 23 
Modules adiabatiques 27 

— d'élasticité des cristaux 49 

— isothermes 26 

Moment de dislocation 161 


Plan de glissement 167 
Problème de contact 43 


Réflexion du son 132 
Rigidité à la flexion 114 
— — de torsion 92 


Surface neutre 58 


Tenseur de distorsion 158 
Tension superficielle 67 
Traction simple 22 


Vecteur de Burgers 157 
— déplacement 7 
Vibrations propres d’une barre 7 


— — — boule 135 
— — — cavité 135 
— — — plaque 149 
Vitesse de groupe 137 
— du son 130 


1 Cet index complète, sans répétition, la table des matières du livre. 
On yainclus les notions et termes qui g'ont pas été directement reflétés 


dans la table des matières. 


TABLE DES MATIÈRES 


Préface. 5-4... 4 25108 5 4 48 & Los à 


CHAPITRE PREMIER. ÉQUATIONS FONDAMENTALES 
THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ .. 


1. Tenseur de déformation . . . . . . . . . .. 
. Tenseur des contraintes . . . . . . Hu à 
. Thermodynamique de la déformation . . . . .. 
. Loi de Hooke . . . . . . . . . . . . . . 
. Déformations homogènes . . . . . . . . . . . 
. Déformation avec variation de la température . 
. Equations d'équilibre des corps isotropes . . . 


. Contact de corps solides . . . . . . . . . . . 
0. Propriétés élastiques des cristaux . . . . . . . 


x € D 1 E O1 À © D 


CHAPITRE II. ÉQUILIBRE DES BARRES ET DES PLAQUES 


$ 11. Energie d’une plaque en flexion . . . . . . . . 
$ 12. Equation d'équilibre d’une plaque . . . . . . . 
$ 13. Déformations longitudinales des plaques . . . . 
$ 14. Flexion forte des plaques . . . . . . . . . . . 
$ 15. Déformation des enveloppes . . . . . . . .. 
$ 16. Torsion des barres . . . . . . . . . . . . . . 
$ 17. Flexion des barres . . . . . . . . . . . .. 
$ 18. Energie d’une barre déformée . . . . . . . .. 
$ 19. Equations d'équilibre des barres . . . . . . . 
& 20. Flexion faible des barres . . . . . . . . . . 
$ 21. Stabilité des systèmes élastiques . . . . . . . . 


CHAPITRE III. ONDES ÉLASTIQUES .............. 


& 22. Ondes élastiques dans un milieu isotrope . . . . 
$ 23. Ondes élastiques dans les cristaux . . . .. 


DE LA 


ss... 


. Equilibre d'un milieu élastique limité par un plan . . 


_..... 


ee 


206 TABLE DES MATIÈRES 


$ 24. Ondes superficielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
$ 25. Vibrations des barres et des plaques 
$ 26. Vibrations anharmoniques 


se + + 


CHAPITRE IV. DISLOCATIONS 


sn 


$ 27. Déformations élastiques en présence de dislocations . . . 
$ 28. Action du champ de contraintes sur la dislocation . . . 

$ 29. Distribution continug de dislocations . . . . . . . . . 
$ 30. Distribution de dislocations en interaction . . . . . . . 
$ 31. Equilibre d'une fissure dans un milieu élastique 


CHAPITRE V. CONDUCTION THERMIQUE ET VISCOSITÉ DANS LES 
CORPS SOLIDES 


sm 


$ 32. Equation de la chaleur dans les solides . . . . . . . . 
$ 33. Conduction de la chaleur dans les cristaux 
8 34. Viscosité des corps solides . . . . . . . . . . . . . . 
$ 35. Absorption du son dans les corps solides 
$ 36. Liquides très visqueux 


_. 


Index 


a 


A NOS LECTEURS 


Les Editions Mir vous seraient très 
reconnaissantes de bien vouloir leur com- 
muniquer votre opinion sur le contenu de 
ce livre, sa traduction et sa présentation 
ainsi que toute autre suggestion. 


Notre adresse: 


Editions Mir, 
1cr Rijski péréoulok, 2, 
Moscou, U.R.S.S. 


Imprimé en Union Soviétique 


